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VI PRÉFACE. 

trouver place dans ce Chapitre, nous devons signaler surtout la 
méthode qu'il a employée pour obtenir des séries analogues à celle 
de Fourier, méthode dont on trouve une très belle exposition au 
Tome II du Traité d^ Analyse de M. Picard. 

Le troisième Chapitre est consacré aux formules sommatoires. 
Le Calcul des résidus, appliqué systématiquement, permet de rat- 
tacher toutes ces formules, avec leurs conséquences multiples, à 
un même principe simple et naturel, et contribue ainsi à mettre 
plus d'ordre et d'unité dans cette partie si intéressante de l'Ana- 
lyse. 

Comme application de ces formules, nous en déduisons, au 
quatrième Chapitre, une grande partie des expressions et des 
développements trouvés, à différentes époques et par différentes 
méthodes, pour la fonction gamma et pour la fonction de 
Riemann. Ce Chapitre contient aussi quelques résultats nouveaux 
relatifs à la série de Stirling. 

Enfin, au dernier Chapitre, nous donnons un aperçu de quelques 
résultats modernes relatifs au prolongement analytique et à l'étude 
asympto tique des fonctions définies par un développement de 
Taylor, eninsistant surtout sur certains théorèmes généraux riches 
en applications et qui semblent présenter un caractère définitif. 
Ici encore nous avons dû être assez bref et laisser de côté bien des 
questions intéressantes, mais nous espéfons néanmoins que notre 
exposition ne sera pas sans utilité pour ceux qui désirent appro- 
fondir le sujet. 

Nous tenons à exprimer ici nos vifs remercîments à M. Emile 
Borel, qui nous a invité à écrire ce Livre et qui, ensuite, en re- 
voyant les épreuves, a bien voulu nous assister de ses précieux 
conseils. 

Helsingfors, le i3 novembre 1904. 
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CHAPITRE I. 

PRINCIPES ET THÉORÈMES FONDAMENTAUX. 



1. Soient deux fonctions réelles des variables réelles x^ y^ 
u(x^ y) et {^(x^y)^ continues et uniformes dans un domaine con- 
nexe T, ainsi que leurs dérivées du premier ordre, et vérifiant les 
relations 



(I) 



du ai' du âv 






dx dy dy ôx 

pour tout point de ce domaine. On dit que l'expression 

(2) /(-s)^ U{X, y)^lv{x,y) 

représente une fonction analytique de la variable complexe 
z ^ X -\- iy qui est holomorp/ie dans le domaine T. 

Désignons par Aw, Ai' les accroissements que prennent u(x, y)^ 
^i^^y) lorsqu'on passe d'un point jc, y de T à un point voisin 

a; -f- Aj;, y -h AjK, et posons h :=\/^x^ -h ày^ ; on obtient aisément, 
en se servant des relations (i), 

L. I 



^ *- 



2 CHA.P1TRE I. 

OU bien, en posant A^ = ^x + « Ay, d'où | As | = A, 

f(z-^^z)-f{z)= (^-^ -^^-fx) ^^-^^^{^^\ 

(A), (As) tendant vers zéro avec A, Hz. La dernière égalité nous 
apprend que la fonction f{z) admet y pour chaque point du 
domaine T, une dérivée unique 

-,, du ,dv 

qui reste continue dans T. 

Inversement, étant donnée une fonction quelconque de 3, con- 
tinue^ et uniforme dans T et admettant, en chaque point de ce do- 
maine, une dérivée unique qui j reste continue, on constate immé- 
diatement qu'elle peut se mettre sous la forme (2), w(^,jk) et 
v{x^y^ jouissant des propriétés énoncées au début : c'est donc 
une fonction analytique de s, holomorphe dans le domaine T. 

Cette seconde définition met en évidence que, si /(s) et cp(^) 
sont des fonctions analytiques, holomorphes dans un domaine 
donné, il en est de même de leurs somme, différence et produit, 
ainsi que de leur quotient, si le dénominateur ne s'annule pas 
dans le domaine. 

2. Il nous semble commode de rattacher les propriétés fonda- 
mentales des fonctions analytiques au théorème suivant : 

Toute fonction analytique /(s), uniforme et holomorphe 
dans un domaine T à connexion simple, est la dérivée d^ une 
autre fonction ¥[z) jouissant des mêmes propriétés. Cette fonc- 
tion intégrale F (2) est déterminée à une constante additiv>e 
près. 

En posant F(z) = \]{x^ y) -\- iY(x^ y), la condition donnée : 
F\z) = f(z)^ ou bien dF{z) =f(z) dz, entraîne les deux sui- 
vantes : 

( dV = u dx — V dy, 

\ dW = V dx -H u dy. 

On est donc ramené à démontrer l'existence, dans le domaine T, 
d'une fonction intégrale continue et uniforme d'une différentielle 
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totale 

(4) M(x, y) cix -h N{x, y) r/y, 

les expressions M(Xj y) et N(.r, )') étant elles-mêmes continues 
et uniformes dans T, ainsi que leurs dérivées premières, et vérifiant 
en chaque point de ce domaine la condition (Tintégrabilité 

d^{x,y) _ d^{x,y^ 
dy dx 

On voit d'abord que, s'il existe deux fonctions intégrales jouis- 
sant des propriétés indiquées, leur différence se réduira nécessai- 
rement à une constante. En effet, les dérivées de cette différence 
étant nulles en chaque point de T, elle gardera une valeur con- 
stante sur tout segment de droite intérieur à T et parallèle à l'un 
ou l'autre des axes de coordonnées. Or deux points pris arbitraire- 
ment dans T peuvent toujours être reliés par une ligne composée 
de semblables segments. 

Ayant fixé à l'intérieur de T un point ^o, j/'o, imaginons que, 
pour atteindre un autre point x^ y du même domaine, on chemine 
de J^o? JKo parallèlement à l'axe des x jusqu'au point x^ jKo? P^îs 
parallèlement à l'axe des y jusqu'au point considéré x^ y. Cette 
ligne brisée sera comprise tout entière dans T si l'on suppose le 
point j?, y intérieur à une certaine portion de ce domaine que 
nous désignerons par Tq. 

Cela posé, en admettant qu'il existe une fonction continue et 
uniforme dont la différentielle totale soit égale à (4) et qui, au 
point ^0 7 JKoî se réduise à une constante donnée A, la valeur de 
cette fonction en un point quelconque x^ y du domaine Tq sera 
évidemment représentée par l'expression 

Fo(x,y)^PL-h f M{x,yo)dx-i-J N(x,y)dy, 

obtenue en ajoutant à la valeur initiale A les accroissements que 
prendra la fonction intégrale sur chacun des deux segments recti- 
lignes qui relient les points Xq, jKo et x, y. 

Inversement, ayant formé l'expression ci-dessus, on constate 
immédiatement qu'elle définit, dans le domaine Tq, une fonction 
intégrale continue et uniforme de la différentielle (4). En effet, la 
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chose esl évidente pour ce qui concerne l'uniformité et la conti- 
nuité el, en différentiant, on trouve de suite 









Z} 


= N(*,r), 


plli 




a utilisant la condition 


d'i 


ntégrabilité, 


<iK„ 


^ 


^=M„,^,,^r^ 


•Ir 


= M(x,>..) + 



Le domaine T0, où est définie l'expression Fo(x,y), s'obtient 
en menant dans T certaines coupures parallèles à l'ase desy {dans 
la figure ci-dessous, où P^ désigne le point x^, y» et où T„ est l'aire 
couverte de hachures, ce sont les coupures A.A', BB' etCC). Le 



domaine T étant, par hypothèse, à connexion simple, chacune de 
ces coupures en séparera une portion où, jusqu'à présent, la fonc- 
tion intégrale n'est pas définie. 

A. l'intérieur de T», choisissons maintenant un point jOf^y, dis- 
tinct de ^0, yn (dans la figure c'est le point P) ), et formons l'ex- 
pression 

F,(^,j) = F„(;r„^,)+y W{3>,y,)dx^J ^{œ,y)dy. 

analogue à ¥a{x, v) et prenant la même valeur que cette expres- 
sion au point x,, yt- En raisonnant comme ci-dessus, on démontre 
que Fi(x, y) représente une fonction intégrale continue et uni- 
forme de la différentielle (4) dans une certaine portion T, du do- 
maine T, qui aura en commun avec T,, une aire Ta,,, comprenant 
le point Xi, y t. 

Je dis qu'on a F, (x,^) ^=Ft{x,y) pour tout point de l'aire T,,^,. 
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En effet, d'après ce que nous avons dit plus haut, la différence des 
expressions F, et Fo gardera dans cette aire une valeur constante, 
et, comme elles prennent la même valeur au point ^<, ) ^, cette 
valeur constante est o. 

Or, si l'on a choisi convenablement le point Xt ,y, , le domaine ï^ 
renfermera aussi certaines aires extérieures à T© et qui en sont 
séparées par l'une des coupures (dans la figure, c'est l'aire com- 
prise entre CC et DD'). L'expression F, {-T^y) sert alors à pro- 
longer la fonction intégrale au delà des limites du domaine To, 
où elle était définie primitivement. 

En continuant ce procédé, on pourra étendre de proche en proche 
le domaine d'existence de la fonction intégrale et, par un choix 
convenable des points x^^ y^] .ri, ji ; ..., on arrivera même, en 
général, à représenter cette fonction, dans tout le domaine T, par 
un nombre fini d'expressions Fq(^, >^), F,(j?, jk)? •••• H n'en est 
plus ainsi dans les cas où le contour de T présente des singularités- 
d'un certain genre, mais cela a peu d'importance, car, dans la suite, 
nous resterons essentiellement dans l'intérieur de ce domaine. 

En retournant maintenant aux conditions (3), nous pouvons 
affirmer qu'elles définissent dans le domaine T des fonctions con- 
tinues et uniformes U(j;, r), V(x, j"), déterminées à des con- 
stantes additives près, et, par suite, l'expression 

nous donne bien une fonction intégrale de f{z)<, uniforme et 
holomorphe dans le domaine donné et renfermant une constante 
arbitraire. 

3. Prenons à l'intérieur du domaine T deux points quelconques, 
ZQ'=i Xq-\- ivo et :; ^ ^ -h iy^ et joignons-les par un chemin con- 
tinu S, n'ayant aucun point commun avec le contour de T; puis 
choisissons sur ce chemin une suite de points, >S|, g^, ..., z^ se 
succédant dans la direction de Zq à z. On appelle intégrale définie 
de la fonction /(s), prise le long du chemin S de Zq à z, et 
Ton dénote par 

f^ f(z)dz 

*^-o(S) 
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la limite vers laquelle tend la somme 



n 





lorsque n croît indéfiniment, en même temps que la distance entre 
deux points consécutifs Zy quelconques tend vers zéro. 

Or, en posant Zy=x^,-{- iy^^ (iy= ^^(;rv, jKv)? ^v= <K^vî jKv)? la 
somme en question s'écrit 



n n 





et, lorsque n augmente indéfiniment, cette expression tend vers 
la limite 

(udx — V dy) -\-i j (vdx-^ucfy), 

laquelle, en vertu des égalités (3), se réduit à son tour à 

c'est-à-dire à F(z) — F(Zq), Toutes ces conclusions découlent 
immédiatement de la notion d'intégrale curviligne, si l'on admet 
que le chemin S se compose d'un nombre fini d'arcs de courbes 
continues à tangente continue, hypothèse qui suffit complètement 
aux besoins de la théorie des fonctions. 
Nous avons donc trouvé 

(5) f /(z)dz = F{z)-F{zo), 



3o<S) 



et cette égalité renferme deux résultats d'une importance capitale : 
comme le second membre ne dépend que des limites Zq et z de 
l'intégrale, il en résulte d'abord que : 

L'intégrale j f(z)dz^ prise entre des limites fixes, ne 

9 

change pas de valeur^ de quelque manière qu'on Jasse varier 
le chemin d'intégration, à condition que ce chemin reste 
constamment intérieur à un domaine ou la fonction /(z) est 
holomorphe. 
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D'autre part, si les extrémités Zq et z du chemin S se rap- 
prochent jusqu'à se confondre, le second membre de l'égalité (5) 
tendra vers zéro, d'où cette nouvelle conclusion : 

L'intégrale j f{z) dz s' évanouit toutes les fois qu'on prend 

pour chemin d'' intégration un contour Jernié, compris dans 
un domaine simplement connexe où la fonction f{z) est holo- 
morphe (^). 

* 

Supposons maintenant la fonction f(z) uniforme et holomorphe 
dans un domaine T à connexion multiple, et soient C, C! des con- 
tours fermés, intérieurs à T et pouvant se réduire l'un à l'autre 
par une déformation continue, sans sortir jamais de ce domaine. 
Je dis qu'on aura 

f f(z)dz= f f{z)dz. 

En eflet, si C et G se coupent, les parties de ces contours com- 
prises entre deux points d'intersection consécutifs correspondent 

à la même valeur de l'intégrale / f{z)dz^ en vertu du théorème 

C) On rattache généralement ce théorème à la formule 

les fonctions M(a:, ^) et N(^,y), ainsi que leurs dérivées premières, étant 
continues et uniformes dans le domaine T et sur son contour C. 

Dans son Mémoire sur les intégrales définies de l'année i8i4 {Œuvres com- 
plètes, série I, t. I), Gauchy s'est servi de Cette formule dans le cas où le domaine 
est un rectangle ou s'y ramène par une transformation bi-uniforme des coor- 
données. C'est la même méthode qu'a adoptée Kronecker dans une Note insérée 
dans les Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1880, 
p. 688, et qu'on trouve développée dans le Chapitre III de ses Leçons sur les 
intégrales définies, publiées par M. Netto. 

D'autre part, on trouve dans le Mémoire sur les rapports qui existent entre 
le calcul des résidus et le calcul des limites, que Cauchy avait présenté à 
l'Académie de Turin le 27 novembre i83i et dont un extrait assez étendu a été 
publié dans le Bulletin de Férussac, t. XVI, i83i, p. 116-128, une démonstration 
du théorème ci-dessus, fondée sur les mêmes principes el parfaitement générale. 

Enfin, dans une Note du 3 août 1846, inl'ilulée Sur les intégrales qui s'étendent 
à tous les points d'une courbe fermée {Œuvres, série I, t. X, p. 70), Cauchy 
a généralisé notablement les résultats qu'il avait obtenus antérieurement. 
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de la page 6, d'où résulte l'égalité ci-dessus. Si les courbes C et C 
sont intérieures l'une à l'autre et si on les joint par une coupure, 
les deux boitfs de celle-ci formeront avec lesdites courbes le con- 
tour complet d'un domaine simplement connexe où f{z) est holo- 

morphe. L'intégrale / f(z) 'Iz étendue à ce contour est donc égale 

à zéro et, comme les parties de l'intégrale relatives aux deux bords 
de la coupure se détruisent, on en déduit bien Tégalité voulue. 
Donc : 

Si la jonction f{z) est uniforme et holomorphe dans an 
domaine donné T à connexion quelconque , ^intégrale 

I /(z) dz, étendue à un contour fermé situé dans T, garde 

une valeur invariable lorsque ce contour se déforme d^ une 
manière continue, en restant constamment intérieur à T. 

4. Soient y(5) une fonction analytique, holomorphe dans un 
domaine T à connexion simple, C une courbe fermée située 
dans T et ne se coupant pas elle-même, x un point intérieur à C 
et c un cercle de centre x et intérieur à G. Le théorème ci-dessus 
nous donne 



Jç Z—ÛC J^, z — x 



les contours C et c étant parcourus tous deux dans le sens direct. 
Or, si l'on pose z — x = r^'?, r étant le rayon du cercle c, cette 
dernière intégrale prendra la forme 






d'où l'on conclut qu'elle tend vers 2Tzi/(x) lorsque r s'annule. 
Comme elle est, d'autre part, indépendante de r, toujours en 
vertu du même théorème, sa valeur sera précisément ^tz if(x). Par 
suite, l'égalité ci-dessus nous donne la formule fondamentale 

^ '^ ^ ' ITZl Jç^ z 3Ù 

t' 

qui aura lieu pour tout point x intérieur à C. 
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On en conclut d'abord, par la définition même de la dérivée, 
que la fonction f{x) admet dans son domaine d'holomorphie des 
dérivées de tous les ordres et que l'on a, à l'intérieur de C, 

^ w VÎT f(z)dz 
(7) f^'^)(x) = ' / -^ — • 

Prenons maintenant un point quelconque, a, intérieur à C et 
distinct de x^ et posons 



n—\ 



I _ I "^ (x — a y* / X — a \ '* I 

z — X ' z —a — {x — a) ~ Â^ (3 — a )v-^ï \ z — a ) z — x 



La formule (6) deviendra, en tenant compte de l'égalité (7), 



n — \ 



(8) f(a^)^^J—^(a^-aY^—j{^-^)^d.. 

Soient M le maximum de | /(5) | sur C, S la longueur totale de ce 
contour, R la plus courte distance du point a à C, R' un nombre 
positif inférieur à R, et supposons \x — a\ ^R^ Le dernier terme 
de l'égalité ci-dessus aura son module inférieur à 

Ms /r;\« 

2ir(R-R') \ R/ ' 

et comme cette quantité s'annule lorsque n croît indéfiniment, on 
arrive à cette conclusion que, pour \x — a\ ^R', la fonction y*( a?) 
est représentée par son développement de Taylor 



Comme R' était un nombre quelconque inférieur à R et C un 
contour quelconque compris dans T, celte égalité subsiste dans le 
cercle de centre a et tangent intérieurement au contour de T (*). 



(' ) Caurhy a établi pour la première fois ce théorème dans son Mémoire sur 
la Mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé Calcul des limites, qu'il 
présenta à l'Académie de 1 urin le 11 octobre i83i, et dont un résumé fut inséré 
la même année dans le Bulletin de Férussac, t. XV, p. 260-269. La partie la plus 
importante de ce travail, qui marque un des plus grands progrès qui aient jamais 



10 CHAPITRE I. 



5. Passons au théorème de Laurent, Nous supposons la fonc- 
tion f{z) uniforme et holomorphe à l'intérieur et sur le contour 
de la couronne comprise entre deux cercles concentriques, C et c, 
de centre a. Prenons dans cette couronne un point arbitraire, x^ 
et joignons C et c par une coupure ne passant pas par ce point. 
On aura un domaine simplement connexe où f{z) est holomorphe, 
contour compris, et Ton pourra donc appliquer la formule (6) en 
y étendant l'intégrale au contour complet de ce domaine. Or, 
comme f{^z) est uniforme dans la couronne envisagée, les inté- 
grales relatives aux deux bords de la coupure se détruisent, de 
sorte que nous trouvons 

ITZl J„ Z X 2TZI f Z — X 

les contours G et c étant tous deux parcourus dans le sens direct. 
En raisonnant comme ci-dessus, on trouve d'abord pour tout 
point X intérieur au cercle C, 



î4i-i"7S^^=i^v(— «)v, 



élé réalisés clans l'Analyse, se trouve reproduite dans le Tome II des Exercices 
d'Analyse (i84i). 

Quant aux formules (6) et (7), il y avait longtemps que Cauchy les avait 
tirées du calcul des résidus, dans le cas particulier où le contour G se réduit à un 
cercle de rayon un. Voir, par exemple, BuUetin de la Société Philonia- 
thique, 1822; Annales de Gergonne, t. XVII, p. ii4, et un article de la première 
année (1826) des Exercices de Mathématiques {Œuvres, série II, t. VI, 
p. 270-271). 

D'ailleurs, ces formules avaient déjà été remarquées par d'autres auteurs, 
notamment par Frullani et Poisson, qui y étaient arrivés en partant de la série 
de Taylor. Mais, dans cet ordre d'idées, on doit surtout citer Parseval, auteur 
peu connu de notre temps, mais dont les travaux vraiment remarquables : 
Méthode générale pour sommer, par le moyen des intégrales définies, la 
suite donnée par Lagrange, et Mémoire sur les séries et sur l'intégration 
complète d'une équation aux différences partielles linéaires du second ordre, 
à coefficients constants {Mémoires présentés par divers savants, série I, 
t. i, 1806) ont exercé une grande influence sur les analystes du commencement 
du siècle dernier, et tout particulièrement sur Cauchy {voir, par exemple, 
Œuvres, série II, t. VI, p. 275). 

Les remarq.'ies qui précèdent pourront servir à compléter ou à corriger, sur 
différents points, les intéressants articles que vient de publier M. Stâckel sur 
l'histoire de la Théorie des fonctions {Bibliotheca Mathematica, série III, t. I, 
p. 109-128 et t. II, p. 111-121). 



r \ 
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avec 






En vertu du théorème de la pa^e 8, il est permis de prendre 
pour contour d'intégration dans cette dernière intégrale, soit l'une 
des circonférences C et c, soit une courbe fermée quelconque, L, 
intérieure à G et enveloppant c, et ne se coupant pas elle-même. 

D'autre part, en écrivant 



/i 



i _ I _'^(^ — a)^-i / z — a \"' I 

z — X ~~ X — a — (z — a)~^ {x - ay* \x — a) x — 



— z 



et en observant que, si | ^ — a\ est supérieur au rayon du cercle c, 

l'intégrale 

I r I z — a '-J' J{z)dz 

'2Tzi J , \x — a) X — z 
s'évanouit pour n = oo, on trouve le développement 



'iTzi J , z — X ^^ {x — a 



F 



OU 



(9) Bv= :^. ff(z)(z^ay-^dz, 

et qui reste valable pour tout point x extérieur au cercle c. 
On aura, dès lors, dans la couronne comprise entre G et c. 



00 00 

B, 



(,o) /(,)=2M^-a)v+2(^zr^' 

1 

égalité qui constitue précisément le théorème de Laurent. 

6. Admettons, en particulier, que la fonction /'( s ) est uniforme 
et holomorphe pour tout point du cercle C, excepté le centre a. Le 
raisonnement qui précède restera vrai quelque petit qu'on prenne le 
rayon du cercle c, et les valeurs des coefficients Av, Bv seront 
toujours les mêmes. Donc, la fonction fi^x) sera représentée par 
le développement (lo) pour tout point x intérieur à G et distinct 
du point a. 
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Quant au caractère que présente la fonction f{x^ dans le voisi- 
nage du point a, deux cas sont a priori possibles : ou il existe un 
entier n tel que, dans le cercle C, le module du produit {x — cùffioc) 
reste inférieur à un nombre fini, M, ou bien un tel entier n'existe 
pas. 

Considérons d'abord le premier cas, et admettons que n est pré- 
cisément le plus petit entier satisfaisante la condition indiquée. En 
faisant v = /i -h A et en prenant pour contour d'intégration un 
cercle de centre a et de rayon /•, on déduit de l'égalité (9) 

et, comme Mr* s'annule. avec /*, pour /r^i, tandis que les valeurs 
des coefficients B ne dépendent pas de r, il en résulte que 
B,j_,.i = B„^2 = • • • = o. Donc, le développement (10) ne com- 
prend qu'w/i nombre fini de termes à puissances négatives (* ) : 

00 

•^ ^ ^ {x — aY (a? — a)«-» x — a J^ ' 



On aura d'ailleurs B,, ^ o, sans quoi le produit i^x — aY~^ f{x) 
resterait fini dans le voisinage du pointa, contrairement à l'hypo- 
thèse. — On dit, dans ce cas, que le point a est un pôle d^ ordre n 
pour la fonction /(^). 

Inversement, si a est un pôle de /{x), il existe évidemment un 
entier n jouissant de la propriété indiquée plus haut. Donc, dans 
le cas où un tel entier n'existe pas, la partie fractionnaire du 
développement (10) comprendra une infinité de termes, et réci- 
proquement. Alors, le point a est dit point singulier essentiel 
pour la fonction donnée. 

Le coefficient B^ de la première puissance négative dans le déve- 
loppement (10) s'appelle le résidu de la /onction /(x) relatif 
au point singulier x = a (2). D'après (9), on a 

Bi=-i-. ff(z)dz, 



= -^if/' 



(^) Cf. Œuvres de Cauchy, série I, t. Xf, i35i, p. 384- 

(^) Ce lermeaété employé par Cauchy pour la première fois, à ce qu'il semble, 
dans un Mémoire présenté à l'Académie des Sciences le 28 décembre 1826 {voir 
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L étant un contour fermé simple intérieur à G et enveloppant le 
point a. Si a est un pôle simple, on aura aussi cette autre défi- 
nition : 

B, = lim {X — ciyf{x). 

Remarquons encore que le résidu B^ s'évanouit si /(z) est la 
dérivée d'une fonction qui reste uniforme dans le voisinage du 
point a, ce qui résulte immédiatement de l'égalité (5), page 6. 

7. Supposons maintenant la fonction y(^) holomorphe et uni- 
forme dans la région du plan qui est extérieure à un certain cercle c 
ayant l'origine comme centre. On aura pour tout point de cette 
région 

(II) /(^)=2^^^'+25^ 







avec 



Av = -^ Z' ^^? dz, Bv = -U ff(z)z^-^ dz, 

L étant un contour fermé simple enveloppant le cercle c. En effet, 
en vertu du théorème de Laurent, cette égalité a lieu dans la cou- 
ronne comprise entre c et un cercle concentrique C, enveloppant 
le contour L et d'ailleurs aussi grand qu'on voudra. 

Nous avons ici encore à distinguer deux cas : 

Admettons d'abord qu'il existe un entier n tel que le mo- 
dule is~''y'(s)| reste inférieur à une limite finie, quelque grand 
que soit |^|, et soit d'ailleurs n le plus petit entier satisfaisant à 
cette condition. On en conclut, par un raisonnement analogue à 
celui du n" 6, A.«_j.i =: A.,,^2 = . . . = o, A.,| ^ o, de sorte que x'^ est 



p. XIII de l'analyse des travaux de r.\cadémie pendant l'année i825, par Fourier ), 
puis dans les Exercices de Mathématiques. Mais la notion de résidu est au fond 
identique à celle ^intégrale singulière que Cauchy avait introduite dans son 
Mémoire de i8i4, et qui se trouve exposée avec beaucoup de précision dans ses 
Leçons sur le Calcul infinitésimal de l'année 1828 {Œuvres, série II, t. IV 
34* leçon). 

Cauchy est bien des fois revenu sur les notions fondamentales du Calcul des 
résidus, cherchant à les préciser et à les simplifier autant que possible. Voir, en 
particulier, Œuvres, série I, t. XI, i85i, p. 3o6-3i4; t. XII, i855, p. 3oo-3oi 
et 1857, p. 433-444- 
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la puissance la plus élevée de x qui figure dans le développe- 
ment (il). On convient de dire, dans ce cas, que le point à ^infini 
est pour /(x) un pôle d^ ordre n. Si, en particulier, [/(-z)! reste 
au-dessous d'une limite finie, à partir d'une certaine valeur de \z\^ 
le développement (ii) ne comprendra aucune puissance positive 
de x; alors la /onction /(x) est holomorphe à r infini. 

Dans le cas où il n'existe pas d'entier n vérifiant la condition 
indiquée, le développement (ii) comprendra au contraire une 
infinité de termes à puissances positives, et le point à l'infini est 
dit point singulier essentiel ^oxxv f{x). 

On convient d'appeler résidu de la fonction f{x) relatif au 
point 00 l'expression 

l'intégrale étant prise le long du contour L dans le sens indirect 
par rapport à l'origine ou, ce qui revient au même, dans le sens 
direct par rapport au point oc. Remarquons que ce résidu est nul 
dans le cas oii le produit z f{z) tend uniformément vers zéro 

a\>ec -> c'est-à-dire où l'inégalité | 2/(5) | < s, quelque petit qu'on 

se donne e, est vérifiée dès que |5| dépassera une certaine limite 
finie. En eH*et, en prenant pour contour L un cercle ayant l'origine 
comme centre et dont le rayon est supérieur à cette même limite, 
on trouvera | B| | < £, d'où il suit B, = o. 

8. Soit une fonction analytique f{z) qui, dans un domaine 
donné à connexion simple, est uniforme et ne présente qu'un 
nombre fini de points singuliers, ««, «a, . . ., a«, en étant d'ailleurs 
holomorphe sur le contour C de ce domaine. Entourons les points a 
de petites courbes fermées, c<, C2, . . ., Cnt extérieures les unes aux 
autres mais intérieures à C, et joignons chacune de ces courbes 
avec C par une coupure. Un raisonnement analogue à celui du 
n° 5 nous donnera 



n 



^J/i^)d^-^^jA')<i^, 



tous les contours étant parcourus dans le sens direct. Or le second 
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membre est égal à la somme des résidus de la fonction /(z) rela- 
tifs à ses points singuliers intérieurs au contour C, et, en désignant 

avec Cauchy cette somme par I* (/(^))? ^^ pourra donc écrire 

l'égalité précédente sous la forme 

C'est la formule sur laquelle repose tout le calcul des résidus (^). 
Dans le cas où la fonction /(:-) est uniforme et holomorphe 
dans la région extérieure au contour C, le premier membre de (12) 
est égal au résidu de cette fonction au point 00 pris avec le signe 
moins, d'où cette proposition : 

La somme de tous les résidus d^une fonction analytique, 
uni/orme dans tout le plan et n^ ayant qu^un nombre fini de 
points singuliers, est égale à zéro. 

Soit, en particulier, une fonction /(2), holomorphe dans tout le 
plan et dont le module reste inférieur à une certaine quantité finie, 
quel que soit 5, et considérons l'expression 



{z — x){z—y) 

X et y étant deux points distincts pris au hasard. Gomme zY{^z) 

tend uniformément vers zéro avec -? le résidu de F(^) à l'infini 

est égal à zéro, d'après la remarque faite page 14. En vertu de la 
proposition ci-dessus, il en est donc de même de la somme des 
résidus de F(<5) relatifs aux points x ^\. y et, comme cette somme 

s'écrit iS^ ~J^^\ il en résulte f{x)^^f{y). Donc la fonc- 
tion f[z) se réduit à une constante (•^). 



(^) Sous cette forme générale, la formule (12) a été établie par Cauchy dans 
le Mémoire du 27 novembre i83i et publiée la même année dans le Bulletin de 
Férussac {Cf, la note p. 7). 

C) Cf. Cauchy, Œuvres complètes, série I, t. VIII. i844» p- 366-375. Dans 

cette Note, Cauchy démontre également qu'une fonction /(z), holomorphe dans 

f(z) 
tout le plan et telle qu'on ait "^ \ <M à partir d'une certaine valeur de \z\^ 
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En reprenant les hypothèses et les notations adoptées au début 
de ce numéro, appliquons maintenant la formule (12) à la fonction 

/(^) 
——^ » 

z — or 

X étant un point quelconque intérieur au contour C et distinct des 
points a<, a2, ..., a,i. Le résidu de cette fonction au points est 
égal k f[x). Pour trouver le résidu relatif à av, écrivons 



aura en ce 

z — X 



f{z) = Gv { ^ \ ) -hHv(^ — av), 

Gv désignant la partie fractionnaire et Hv la partie entière du déve- 
loppement de .f{z) suivant les puissances de z — «v Comme Hv 

est holomorphe au point a^^ on voit d'abord que — 

point le même résidu que l'expression 

z X \z — Ov/ 

Or celle-ci n'a d'autres points singuliers que z ^= x et 2 = «v? 

et, comme z^{z) tend uniformément vers zéro avec -> son 

résidu à l'infini est nul. En vertu de la proposition démontrée 
page i5, le résidu cherché est donc égal au résidu de ^{z) au 

point X pris avec le signe moins, c'est-à-dire à — Gv ( ) > 

et par suite la formule (12) nous donnera 



n 



1 

autre formule fondamentale du Calcul des résidus dont Cauchy a 
fait un usage continuel dans ses recherches. 

9. Nous devons rappeler le principe fondamental du prolonge- 



se réduit à ud polynôme d'un degré = n. Plus lard {Ibid., t. XI, i85i, p. 376-880), 
il a tiré de la formule (i3) du texte l'expression générale d'une fonction uniforme 
n'ayant qu'un nombre Hni de points singuliers, et montré, en particulier, que 
toute fonction n'ayant d'autres singularités que des pôles se réduit à une fraction 
rationnelle. 
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ment analytique, dont nous aurons constamment à faire] usage 
dans cet Ouvrage. 

Si les fonctions f^i^x) et .fii^x) sont holomorphes dans une 
aire connexe T, et si V égalité f^ (x) =/2(x) est vérifiée sur un 
segment de courbe arbitrairement petit y intérieur à T, elle 
subsistera pour tout point de cette aire (*). 

D'un point a du segment y comme centre, décrivons un cercle C 
ayant pour rayon la plus courte distance de ce point au contour 
de l'aire T. A l'intérieur de ce cercle, les fonctions ^i (a?) ^X^.f^i^x^ 
sont représentées par leurs développements de Taylor : 

Je dis que ces développements sont identiques, c'est-à-dire que 
l'on a AV^= Ay^* pour chaque indice v. 

Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi, et soit n le plus 
petit entier pour lequel l'égalité précédente n'ait pas lieu. On 
aurait, en posant pour abréger A^*^ — Ai^'= A.v, 

/i(^) — /2(^) = (^ — «)"[ A«-i- A«+i(a7 — a) -i-. . .] ( A„^ o), 

et l'on pourrait donc trouver un nombre positif r assez petit pour 
que cette différence ne s'annule pour aucun point du domaine 
o < 1^ — <^| <C '"• O^^ ceci est impossible, puisque le domaine dont 
il s'agit renferme une partie du segment y. 

( * ) Dans une Note de Gauchy du 17 février iS^S {Œuvres, série I, t. IX, p. 89) 
on trouve le principe en question énoncé en ces termes : 

Supposons que deux fonctions de x soient toujours égales entre elles pour 
des valeurs de x très voisines d'une valeur donnée. Si l'on vient à faire 
varier x par degrés insensibles, ces deux fonctions seront encore égales tant 
qu'elles resteront l'une et l'autre fonctions continues de x (c'est-à-dire holo* 
morphes, d'après la terminologie actuelle). 

Cauchy avait été conduit à ce résultat, qu'il énonce d'ailleurs aussi pour les 
fonctions de plusieurs variables, en généralisant une proposition établie par Cel- 
lérier, dans une Note relative à la théorie des imaginaires, qui semble n'avoir 
jamais été publiée (C/. le Rapport de Cauchy, Œuvres, série I, t. VIII, 1844» 
p. 160-162). 

Cependant Gauchy n'a pas tiré d'applications de son principe, et c^est à Rie- 
mann et à Weierstrass que revient l'honneur d'avoir les premiers mis en évidence 
l'importance et la fertilité de la notion de prolongement analeptique. 

L. 2 



l8 CHAPITRE I. 

On a donc fx (x) zz^f^i^x) pour tout point du cercle C. En pre- 
nant maintenant un point quelconque b intérieur à C, on démontre 
par le même raisonnement que cette égalité subsiste dans le cercle 
ajant b pour centre et tangent intérieurement au contour de T et, 
en continuant ce procédé, on arrivera évidemment à l'établir pour 
un point quelconque de Taire T. 

10. En terminant ce Chapitre, nous démontrerons un théorème 
général dû à Weierstrass (*) et qui joue un rôle très important 
dans la théorie des fonctions ; 

Soit une suite indéfinie de Jonctions analytiques y «1(07), 
"2(^)9 •••? holomorphes dans une aire connexe T et sur son 
contour C, et supposons que la série 

(14) F(^) = Mi (a?) -H Ut{x)-\-. ..-4- ih{x) -h. .. 

converge uniformément sur C (2); la somme ^{x) de cette 
série représentera une fonction analytique holomorphe dans 
le domaine T, et la dérivée d'un ordre quelconque de cette 
fonction s^ obtiendra en faisant la somme des dérivées du même 
ordre de chaque terme de la série, 

La formule (6) nous donne, pour tout point x intérieur à C et 
pour chaque indice v, 

ITZl J^ Z — X 

et, comme Tintégrale d'une série uniformément convergente est 



( * ) Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1880. 
(^) Cette condition implique que, ayant fixé un nombre positif arbitrairement 
petit e, on pourra trouver un entier n tel qu'on ait 



n 



<t 



pour tout point du contour G, et quel que soit l'entier positif/?. Or on sait, par 
une propriété bien connue des fonctions analytiques, que la plus grande valeur 
que prend le premier membre de cette inégalité sur le contour G est supérieure 
à sa valeur en un point quelconque intérieur à ce contour. H en résulte que, si 
là série (i4) est uniformément convergente sur le contour C, elle l'est aussi dans 
tout le domaine T, contour compris. 
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égale à la somme des Intégrales de chacun de ses termes, on en 
déduit immédiatement que la série (i4) converge au point x et que 
sa somme est donnée par l'égalité 



(i5) Y{x)^-^, f^^^^z. 



dont le second membre représente bien une fonction analytique de 
la variable x qui est holomorphe dans le domaine T. 

La seconde partie du théorème se démontre de même en partant 
de la formule (7) qui nous donne, pour tout point x intérieur à C, 



ITZlJ^^Z X 



Uy(z) dz 



«-J-1* 



En effet, on en déduit l'égalité 






v = l <^ 



dont le second membre, d'après (i5), est bien égal à ¥^'^^{x). 

On se convainc d'ailleurs aisément que la série figurant au pre- 
mier membre de cette dernière égalité est uniformément conver- 
gente dans toute aire intérieure au domaine T et n'ayant aucun 
point commun avec son contour. 



CHAPITRE II. 



APPLICATIONS DIVERSES DU CALCUL DES RESIDUS. 



1. — Fonctions symétriques des racines d^une équation. 
Développement des Jonctions implicites, 

H. Soit une fonction analytique, /(^), uniforme et n'ayant 
d'autres singularités que des pôles dans un domaine donné T, 
holomorphe et différente de zéro sur le contour C de ce domaine. 

Le nombre des pôles intérieurs à T est nécessairement fini, car, 
dans le cas contraire, ils admettraient au moins un point limite 
faisant partie de T, et qui serait ^omt f(^x) un point singulier d'un 
caractère autre que les pôles. Nous désignerons les pôles en ques- 
tion par 6j, 62, . . ., 6vî et leurs ordres par ^i, ^2? • • • 7 Pv 

On voit de même que la fonction f{x)^ à moins qu'elle ne soit 
identiquement nulle, ne saurait avoir dans T qu'un nombre fini de 
zéros, ai , «a, . . . , a^] soient ai , a^, . . . , a^j, leurs ordres. 

f'(x) 
Considérons le quotient •^. » C'est évidemment une fonction 

holomorphe en tout point de T distinct des points a et b. Dans le 
voisinage du point a^t, on aura ( * ) 

f{x) = A(a? — aA.)** [i -+- (ar — «a) P(a? — a^).], 
A étant une constante non nulle ; il en résulte 

f{x) x^ak 



(^) Nous désignons par |)(^) une série entière qui converge dans un certain 
voisinage de la valeur ^ = o, et qui d'ailleurs n'est pas la même dans les diverses 
égalités ci-dessus. 
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Un calcul analogue nous donne, dans le voisinage du point 6^? 

Cela posé, soit F(x) une fonction quelconque, holomorphe 
dans T et sur C. D'après les égalités ci-dessus, les résidus de l'ex- 

pression F(^) ^yr-r- relatifs aux points Uk et bh seront respective- 

mentégauxà aLkF(ak) et à — ^kF(bk)^ et la formule (12), page i5, 
nous permet donc d'écrire ce résultat : 

(JL V 

Si, en particulier, la fonction /(^) est holomorphe dans le 
domaine T et n'y admet que des zéros simples, Xi , X2j . . . , Xm^ on 
aura 

(2) F(a:i)-+-F(a?,)-h...H-F(ar;„)==-l-. fY{x)^^dx. 

ITZl J^ J{X) 

Cette formule restera d'ailleurs valable dans le cas où /(x) pré- 
sente des zéros multiples, si, comme nous le ferons dès à présent, 
on convient d'écrire, dans la suite x^y X2y ..., Xm^ chaque zéro 
autant de fois que l'indique son ordre (*). 

12. Pour F(x) = I, la formule (i) s'écrit 



s-'-if- MiB"- 



Soient R et <^ le module et l'argument de la fonction /(a?), de sorte 



(^) La formule (3) a été donnée par Cauchy, pour le cas où le contour C est 
un rectangle ou s'y ramène par une transformation bi-uniforme des coordonnées, 
dans le Journal de l'École Polytechnique, Cahier XIX, iSaS, p. 58o. Voir aussi 
OEuvres de Cauchy, série II, t. VI, 1826, p. 1\oi'[{'îi, Mais les idées de Cauchy 
sur ce sujet remontent, à ce qu'il semble, à un Mémoire Sur la résolution des 
équations par le moyen des intégrales définies, qu'il avait présenté à l'Aca- 
démie le 22 novembre 1819, mais qui n'a pas été publié. 
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que /(^) = R^'*; on aura 

et, par suite, 

'XT.iJ^ J{x) 'ir.ijç^ "^ 2t:J^ 

Or le premier terme de cette somme est nul, puisque la fonction 
logR est uniforme sur C, et le second terme est ëgal à — > en dési- 
gnant par A<î> l'accroissement total que reçoit l'argument ^ lorsque 
le point X décrit le contour C dans le sens direct. Nous arrivons 
donc au théorème suivant, qui joue un rôle important en Analyse, 
et qu'op peut d'ailleurs établir d'une manière élémentaire : 

Si une fonction f(x) est uni/orme et ne présente d'autres 
singularités que des pôles dans un domaine donné T, en étant 
d^ailletirs holomorphe et différente de zéro sur son contour C, 
V accroissement que reçoit l'argument de cette fonction lorsque 
le point X décrit le contour C dans le sens direct est égal au 
produit de itz par la différence entre le nombre de ses zéros et 
le nombre de ses pôles compris dans T, chaque zéro et pôle 
étant compté autant de fois que V indique son ordre. 

On en déduit cet autre théorème, qui rend également de grands 
services dans diverses questions d'Analyse : 

Soient deux fonctions, f{x) et ^{x)^,uniformes et holomor- 
plies dans un domaine T et sur son contour C, et admettons 
d'ailleurs quef{x) ne s'annule pas sur G; si l'inégalité 



j(x) 



<I 



est vérifiée pour tout point du contour C, les fonctions f{oc) et 
f(x) + <f(x) ont le même nombre de zéros dans le domaine T. 

Écrivons, en effet, 

f{x) H- t^(x) ^f[pp)^{x), 
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d'où 

i 

Lorsque le point x parcourt le contour C, le point dont l'affixe est 
égal à ^(x) décrit une courbe fermée qui, en vertu de l'inégalité 
ci-dessus, est intérieure au cercle passant par l'origine et ayant 
pour centre le point ^ = i . Quand le point x sera revenu au point 
de départ, l'argument de ^(^r) reprendra donc sa valeur initiale et, 
par conséquent, l'accroissement total de l'argument de/{x) 4- f (^) 
sera le même que pour la fonction f{x)^ d'où résulte la propo- 
sition énoncée. 

13. Démontrons maintenant ce théorème : 

Les zéros dUine Jonction analytique de la variable x^ f{^^ t)^ 
qui dépend d'un paramètre t^ et qui est continue par rapport 
aux deux variables x et t, sont eux-mêmes des fonctions con- 
tinues du paramètre t. 

Soient to une valeur -particulière du paramètre t^ Xq un zéro de 
y(j7, ^o) et m l'ordre de ce zéro [on suppose /{x^ to) holomorphe 
dans le voisinage du point Xq]» Il s'agit de démontrer que, pour 
les valeurs t peu différentes de to, la fonction /( a?, t) admet préci- 
sément m zéros tendant vers Xo lorsque t tend vers to. 

Du point Xo comme centre, décrivons un cercle d'un rayon e 
assez petit pour cfl^ie^la fonction y(x, to) soit holomorphe et diffé- 
rente de zéro pour o<^\x — ^o| = e. Sur la circonférence de ce 
cercle, le module \/(Xj to)\ aura un minimum positif que nous 
désignerons par r^. Choisissons encore un nombre positif 8 tel que, 
pour \x — xo\ = e, \t — ^0 I < 8? on ait 



et, par suite, 



/(^,to) 

ce qui est possible en vertu de la continuité de /(x, t). 

Gela posé, il résulte de la proposition établie à la fin du n*' 12 
que, pour | ^ — ^o | <C ^j ^^ fonction /{x, t) admet, dans le cercle 
\a: — Xo\<,€, autant de zéros que la fonction /{x, to), c'est-à-dire 



M 



CHAPITRE II. 



précisément m zéros, et comme ce résultat subsiste quelque petit 
que soit e, à condition qu'on prenne en même temps le nombre 8 
suffisamment petit, on voit bien que ces m zéros tendent vers Xq 
lorsque t tend vers ^©^ comme nous l'avions avancé. 



I 



14. On peut préciser notablement ce résultat dans le cas où la 
fonction y(^, t) est analytique par rapport aux deux variables x 
et t. En simplifiant un peu les notations précédentes, admettons 
que cette fonction est holomorphe tant que les variables restent 
comprises dans les cercles I J7|<; r, |/[<< p (*), et que l'origine est 
un zéro d'ordre m pour /(x^ o). 

En raisonnant comme ci-dessus, on voit d'abord qu'on peut 
trouver deux nombres positifs, r'(<; /•) et p'(< p), tels qu'on ait 



1/(37, o)|èïj (>o) pour \x\ = r' 



et, d'autre part, 



(3) 



/(a^, 0— /(a:,o) 



< I pour 1^1 = ''» 1 ^ I = P- 



On en conclut que, pour | /|^p', la fonction J(x, t) est diffé- 
rente de zéro sur le cercle | a? | = r' et admet à l'intérieur de ce 
cercle m zéros, :ri, X2^ ..., Xm, qui sont des fonctions continues 
de / ^l s'annulent en même temps que t. 

Soit maintenant F(j7, t) une fonction analytique quelconque des 
variables x, tj qui reste holomorphe pour |a:|^/, \t\^p\ Nous 



(*) Cela signiGe, d'après Cauchy, que la fonction f{x,t) reste continue et 
admet, par rapport à chacune des variables, une dérivée unique également con- 
tinue, pour toutes les valeurs x^ t comprises dans les cercles indiqués. Pour une 
valeur donnée t de module inférieur k ^^ f{x, t) est donc une fonction analytique 
de x^ holomorphe pour \x\<,r, et vice versa. Si G et T sont des contours fermés 
pris dans Pintérieur des cercles I a? | = r, U | = p, on trouve, en appliquant deux 
fois de suite la formule (6), page 8, 



^'-^'' = T^JJvx(^ 



fa,'z)d\d'z 



x){t--t) 



X et t étant respectivement intérieurs aux contours G et T. De cette égalité on 
conclut que, dans son domaine d'holomorphie, la fonction /{x,t) possède des 
dérivées de tous les ordres et peut se développer en série de Taylor. 
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allons démontrer que la somme 

F(0 = Y{xu t) -4- F(a:j, t)-\-., .+ F(a7,„, 

est une fonction holomorphe de t dans le cercle | ^ | < p'. 

Pour une valeur donnée t de module ^p', /(^j t) et F(a?, t) 
représentent des fonctions analytiques de x qui sont holomorphes 
pour [xj^r' et, de plus, f{x^ t) ne s'annule pas sur le cercle 
I or I = r'. D'après la formule (2), on aura donc l'égalité 

(4) F(0 = -'^. f^{x,t)dx pour l^l^p', 

OÙ G désigne la circonférence |a? | = /•' et ^(^, t) l'expression 

D'autre part, si x est l'affîxe d'un point quelconque de G, cette 
dernière expression définit une fonction analytique de / qui est 
holomorphe pour | ^ |^ p', puisque, dans ces conditions, le dénomi- 
nateur /(a:, t) est différent de zéro. Par la formule (8), page 9, on 
aura donc, pour ) ^ | < p', F désignant la circonférence | t] = p', 



n — 1 



(5, *(.,„.2Df*(«,o,£;*ji,j;;(£)":^*. 



Comme les zéros x^j x^^ . . . , Xm de f{x^ t) se confondent avec 
l'origine pour ^ = 0, les dérivées D^^^<^(^, o) sont des fonctions 
holomorphes de x pour o < | ^ | ^ /''. 

En substituant l'expression (5) dans l'égalité (4), on trouve (*) 



n — 1 





OÙ Ay désigne le résidu de — D^'*'- ^{x^ o) relatif à V origine : 



Av= -^. r A Dï')*^^, o) dx. 



(^) On remarquera que la fonction 4» (a?, t) est, en vertu de nos hypothèses, 
continue pour \x\-=i r\ j f | = p', de sorte que les intégrations à effectuer dans 
le dernier terme de la formule (6) n'impliquent aucune difficulté. 
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Or le dernier terme de (6) a son modale inférieur à la quantité 



ro'M 

(7) 



?'-|M 



'~~t 






M étant le maximum de|4>(j:,T)| pour 1x1==/^, |t]= p', et comme 
cette quantité s'annule pour /i = oo, puisqu'on suppose | / 1 <; p', 
on voit que Vexpresùon F(/) est représentée dans tout le 
cercle \t\<Zç»' par le développement 

(8) F(/)=^Avr'. 

Nous avons donc démontré la proposition que nous avions en vue 
et trouvé en même temps une limite supérieure (7) de l'erreur 
qu'on commet en arrêtant le développement (8) après un terme 
déterminé. 

• En faisant F(x, /) ^ x^. k étant un entier positif, on conclut de 
Ja proposition ci-dessus que les sommes 



Sa- = ipf h- a?^' -h . . . -i- j- 



k 



sont des fonctions analytiques de /, holomorphes pour | ^| < p' et 
s^annuJant pour ^ = o. Il en sera donc de même des coefficients 
des diverses puissances de x dans le développement du produit 

(a: — a?| ){x — a7j)...(a7 — a?,«), 

puisque ces coefficients sont des polynômes en S|, S2, . . ., S|», et 
nous arrivons ainsi à ce théorème fondamental : 

Etant donnée une fonction analytique^ /C^? ^^t ^^^ deux 
variables x^ t, qui est holomorphe tant que les modules de ces 
variables restent au-dessous de certaines limites; si V origine 
est un zéro d^ ordre m pour f{x, o), V équation 

f{x, 0=0 

admet précisément m racines qui tendent vers zéro avec t. Ces 
racines vérifient une équation de degré m^ 
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dont les coefficients sont des fonctions analytiques de t, holo- 
morphes dans le voisinage de Vorîgineet niilles pour ^ = o (* ). 

15. Appliquons les résuJtats précédents au cas où Ton a 
f{x, t) = x — tm(x), F(ir, t) = F{x), 

les fonctions ts(x) et F(^) étant holomorphes pour |:r|<;/'. La 
condition (3) s'écrit 

/ T!T ( X ) 



X 



<i pour |ar I ==/•'(< /'), |'| = p'- 



Les nombres r' et p' satisfaisant à ces conditions, comme Ton a 

actuellement m = i , on peut conclure des résultats du n® 14 que, 

Y>our 1^1^ p', l'équation 

X — tw{x)=^ o 

admet à l'intérieur du cercle |^| =rr' une seule racine, ^, qui est 

• - 

fonction holomorphe de t, pour | ^ | < p', et s'annule pour / = o. 
D'autre part, en développant l'expression 

^/ N T^/ N I — tm'(x) 
suivant les puissances de t, on trouve que le coefficient de ^^ s'écrit 

OU encore 

( * ) Les principaux résultats des n®' 12-15 ont été établis par Cauchy dans les 
Mémoires de Tannée i83i (Cf. Bulletin de Fe'russac, i83i, et Exercices d^Ana-* 
lyse, t. II). 

Vers i86o, le théorème ci-dessus, d'ailleurs sous une forme plus générale et 
avec des développements ultérieurs, a été retrouvé par Weierstrass qui, cepen- 
dant, n'a publié ses résultats qu^en t886, dans les Abhandlungen aus der Func- 
tionenlehre, D^autre part, M. Poincaré est, de son côté, arrivé au même théorème 
dans sa thèse : Sur les propriétés des fonctions définies par les équations aux 
différences partielles^ \%'}^. Voir aussi É. Picard, Traité d* Analyse, t. II, p. 243, 

Cauchy est d'ailleurs à plusieurs reprises revenu sur la théorie des fonctions 
implicites, dans le but d'en simplifier les principes. Voir^ par exemple. Œuvres, 
série I, t. IV, 1837, p. 48-60, et t. V, 1840, p. 180-198. Dans la seconde de ces Notes 
se trouve (p. 193-198) une démonstration qui présente certaines analogies avec 
celle de Weierstrass. 
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Nous savons que le coefficient de t* dans le développement de la 
fonction F(î) est égal au résidu de cette expression à l'origine. 
Or, le résidu du premier terme est nul, puisque ce terme est la 
dérivée d'une fonction uniforme {voir p. i3); et, d'après l'éga- 
lité (7) page 9, le résidu du second terme est égal à la dérivée 

lDÏ-»JF'(rr)[m(;r)]vî, 
prise pour a: = o. En somme on aura donc, pour I ^ | < p'. 



et en particulier, pour F(a7)= J7, 

1 
Ce sont les célèbres développements établis par Lagrange. 

16. En terminant cette section, nous allons déduire de la for- 
mule (i) un résultat intéressant, en y faisant F(^)== \o^x. 

Prenons un cercle C ayant l'origine comme centre et de rayon /•, 
et désignons par «i, «2? •••? cim les zéros et par 6|, 62, ..., bn 
les pôles de la fonction f{x) compris dans ce cercle, chaque zéro 
ou pôle figurant dans ces suites autant de fois que l'indique son 
ordre. Pour simplifier, supposons d'ailleurs y(o)= i. 

L'origine étant un point critique pour log^, nous l'exclurons de 
notre domaine par un petit cercle, c, laissant à l'extérieur les points a 
et 6; puis, en évitant toujours ces mêmes points, nous mènerons 
une coupure, L, allant d'un point de c au point ^ == r de C. Nous 
obtenons ainsi un domaine simplement connexe, T, dont le con- 
tour, S, se compose des cercles C et c et des deux bords de la 
coupure L, et où la fonction log^ est uniforme et holomorphe. 
Pour tout fixer, convenons d'ailleurs de choisir, parmi les diflFé- 
rentes branches de loga?, celle qui prend la valeur réelle logr au 
point ^ = r du bord supérieur de la coupure. 

Cela posé, en faisant F(a?)= log^ et en prenant S pour contour 
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d'intégration, la formule (i) nous donne 

Intégrons par parties, en partant du point x = r (du bord supé- 
rieur de la coupure L); on aura 

Lorsque le point x^ décrivant le contour S dans le sens direct, 
revient au point x = r, log^ reprend sa valeur initiale log/\ 
Quant à la fonction log/(a:), laquelle peut se mettre sous la 
forme logR -}- i^, R et O étant respectivement le module et l'ar- 
gument dey(:r), il résulte du théorème de la page 22 qu'elle pren- 
dra dans les mêmes circonstances la valeur logy(r) 4- 2 7ri(/w — /i), 
et l'égalité précédente deviendra donc, en divisant par 2 7t/, 

Si l'on convient de choisir pour log/(^) la détermination qui 

s'annule à l'origine, la fonction ^' — - sera holomorphe dans le 

cercle c et prendra la même valeur en des points correspondants 
situés respectivement sur les deux bords de la coupure L. 11 en 
résulte 

car l'intégrale prise sur c est nulle et les intégrales relatives aux 
deux bords de L se détruisent; l'égalité (9) devient donc 

Q 'te 

OU encore, en égalant les parties réelles des deux côtés. 



>Ç 



CCI Uf ... Ufft 



= (/n — /i)logr— — / log|/(re'?)|û?(p. 



G3 résultat constitue l'important théorème découvert par M. Jen- 
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K 



Ib 



sen (*) et qui joue, en particulier, un rôle fondamental dans. la 
théorie des fonctions entières. 



^ 



II. Quelques applications aux fonctions méromorphes. 

17, Soit une fonction méromorphe, /(«), c'est-à-dire une fonc- 
tion analytique uniforme dans tout le plan et n'ayant à distance 
finie d'autres singularités que des pôles, et construisons de l'ori- 
gine comme centre une suite illimitée de cercles 

qui ne passent par aucun pôle de/(5), et dont les rayons 



• • a 



aillent en croissant indéfiniment. On aura pour chaque indice v, en 
posant pour abréger ^y = /•ve'4'. 



ÎTT 



Il peut arriver que cette expression tende vers une limite finie 
et déterminée lorsque v croît indéfiniment. S'il en est ainsi, cette 
limite sera appelée le résidu intégral de la fonction f{z) (relatif 

à la suite C|, c^, ...)(-) et désignée par S,[f{^))' On aura donc, 
par définition. 



(^) Acta mathematica, t. XXII. C'est M. Goursat qui a le premier rattaché ce 
théorème a.u calcul des résidus {-Bulletin des Sciences mathématiques, octobre 
1902). Voir aussi une Note récente de M. Mittag-Leffler {Bulletin de la Société 
mathématique de France, t. XXXII). 

(*) C/. Œuvres de Cauchy, série II, t. VII, 1827, p. 291-323. Dans cet article, 
qui est d^une remarquable précision, Cauchy donne d'ailleurs une définition plus 
générale du résidu intégral, en considérant (p. 294), au lieu des cercles Cy, un 
contour fei^mé quelconque dont la forme varie ^ans cesse et de manière que ses 
différents points s'éloignent indéfiniment de l'origine. 11 utilise ainsi, dans toute 
sa généralité, la représentation géométrique des nombres complexes, ce qu'il n'est 
pas sans intérêt de hotér^ vu la date de cette pùbUcation. 
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Cela posé, on tire facilement de l'égalité (i) cette proposition : 

Si la condition 

(3) \imzy/{Zy) = \ 



V=*o 



est vérifiée uniformément pour o ^ ♦{/ ^ 2 7t, le résidu intégral de 
la fonction /(z) est égal à A. 

En effet, l'égalité (i) nous donne 



(4) l,^ (/(^))-A=^y'"l^,/(^v)~A]^^, 



et, en vertu de l'hypothèse admise, on aura d'autre part, quelque 
petit que soit e, | Zyf{z^) — A ] < e, dès que v dépassera une cer- 
taine limite. A partir de cette même limite, on aura donc aussi 



y'fe 



l, (/(^))-A 



<e, 



d'où résulte la proposition énoncée. Cette proposition subsiste 
dans le cas plus général où sont vérifiées les conditions suivantes : 

I** I z^J(zy) I < M pour tout indice v, M étant une constante. 

2** La condition (3) est vérifiée uniformément dans toute 
portion de V intervalle o£J/£27t qui ne comprend pas certaines 
valeurs particulières tj;,, 'io, . . . , ^/,. 

En effet, si t et 7^ désignent deux nombres positifs arbitrairement 
petits, et si, de l'intervalle o^ ij^^2 7r, on exclut les segments 

^*—Ti<4^<<^it-hT) (A: = i,2, ..., n), 

dont la longueur totale est au plus égale à 2/iy|, on a dans le reste 
de cet intervalle | Zyf{zy) — A|<1 s dès que v dépasse une certaine 
valeur v©. Le second membre de l'égalité (4) est donc inférieur en 
valeur absolue à la quantité 

M 4- I A I 



2/1 TJ 



'ITZ 



dès que v > Vo, et tend, par suite, vers zéro lorsque v croît indé- 
finiment. 



> 
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Par un raisonnement analogue, on démontre cette autre propo- 
sition dont nous aurons également à faire usage : 

Si le module du produit Zy/(zy) reste inférieur à une quan^ 
titéjixe quel que soit v, et si les conditions 

lim«v/(-5v) = A pour +o -+- & < <V < 4^0 -M^ — e, 

V = «o 

lim Zvy(-5v) = B pour ^q-\-t: -^t <,^ <^'^o-^ '^'^ — 6 

V = «o 

sont vérifiées uniformément dans les intervalles indiqués y 
quelque petit que soit e, le résidu intégral de la fonction f{z) 

est égal à - (A -h B). 

18. Comme première application, cherchons à évaluer les 
nombres de Bernoulli, c'est-à-dire les nombres Bj, B2, ... qui 
figurent dans le développement 

(5) -^j_ = i--i+y(-,)v-i-2^^îv-i. 

1 
Le coefficient ( — i)*~* . ,^ . représente le résidu de la fonction 



Z^k gZ 



à l'origine. Les autres pôles de cette fonction méromorphe sont 
d[i27t/v(v= I, 2, . . .) et les résidus correspondants ( — i)*(27cv)'~^*. 
Or, on constate facilement, en prenant rv=(2v — i)7t, que le 
module de l'expression (5) reste inférieur à une quantité finie sur 
les cercles Cy (*), et il en résulte que le produit s^f(Zy) tend uni- 



(*) De chacun des pôles de la foDCtion çp(5)= -^ comme centre, décrivons 

un cercle de rayon arbitrairement petit mais fixe, et désignons par T la région 
extérieure à ces cercles. Je dis que |f(<z)| est inférieur à un nombre fini M 
pour tout point de T. Soit, en efTet, a un nombre positif et posons z = t -h it; ou 

aura évidemment | f (-«) | < ^ pour T>a, et|9(-s)|< ^ pour t< — a, 

et d'autre part on trouve, en tenant compte de la périodicité de f (^), que 
1 9(^)1 aura un maximum fini dans la portion de T comprise dans la 
bande — a = 'sèa. On prendra pour M la plus grande de. ces trois limites. 
Le nombre x étant assujetti à la condition o^â7 = i, on démontre de même 
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formément vers zéro pour o^<|^^2'rt lorsque v croît îndéfînlmenl. 
D'après le n? 17, le régidu intégral de la fonction /(z) se réduit 
donc à zéro et, par suite, le coefficient considéré ci-dessus est égal 
et de signe contraire à la somme des résidus de /{z) relatifs aux 
pôles dz 2 7ctv, d'où l'on déduit 

(6) ^* - 7ÏÏW 2j ;;ï* 



1 



Par un raisonnement de tout point analogue on trouve pour les 
nombres d^Eulery qui figurent dans l'égalité 



E. 



(7) '^^^^2(^^*' (^^ = '^' 



1"" expression 

(8) E* = 2(.aA:)!(-) ^^-i-l^^ {k = o,i,...). 



v=o 



Cherchons maintenant les coefficients o^,{x) du développement 



(9) ^!i- = i+y?ï<^)^v-. 



Kn multipliant (5) par la série qui définit e^^, on obtient 



aue le module de la fonction reste au-dessous d^une limite finie M' dans le 

^ c* — I 

domaine T. Ce module est, en effet, inférieur à pour t < — a, inférieur 

à e*Mdansla portion de T faisant partie de la bande — a^T^a, et, enfin, infé- 
rieur à ^ pour T > a, ce qui résulte de l'identité 



e' — I I — e~^ 

On pourra donc prendre M'= e"M. 

Des remarques analogues s'appliquent à chacune des fonctions 

sécz, coséc>3, tang^, cot>3, — (o;^a7^i), . . ., 

dans les régions qu'on obtient en excluant leurs pôles par de petits cercles. 
L. 3 
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les lettres C désignant les coefficients binomiaux. Mais nous allons 
obtenir une autre expression de ces polynômes, en observant 

que '^ , représente le résidu relatif à l'origine de la foi\ction 



n: 



(10) f(^)= 

Soit d'abord n > i , et supposons la variable x réelle et comprise 
dans l'intervalle o^a?^i. D'après la remarque faite ci-dessus, le 
produit Zy,f{zy,) tendra uniformément vers zéro pour o^tj>^2u 
lorsque v croît indéfiniment, en prenant toujours rv = (2v — i)7c. 
Le résidu intégral de la fonction f{z) est donc égal à zéro, et l'on 
en déduit après quelques réductions faciles, pour A: = i , 2, . . ., 

(II) 

,. , , , . , v^ sinsvirx _ , . 
'p.t+Ka') = (- i)*+»a(2A-H-i) ! ^^ (I^^^jiFfi = ?«*+«(^)> 

V = l 

formules valables tant que o^^r^i. En vue d'applications ulté- 
rieures, nous conviendrons de désigner par ©2a(^)î ^2h+\{^) les 
fonctions périodiques de période i qui figurent aux seconds 
membres de ces formules. 

Lorsque /t = i, le résidu intégral de la fonction (10) est encore 
égal à. zéro, pourvu que x reste dans l'intervalle o < ^ <! i ? les 
limites étant exclues. C'est ce qu'on déduit des résultats de la 
page 3i, en remarquant, d'une part, que le module du produit 

(12) -î/(^)^ 



e= — I 



reste au-dessous d'une limite finie sur les cercles Cv, d'après la note 
de la page 32, et, d'autre part, que ce produit tend uniformément 
vers zéro lorsque z s'éloigne indéfiniment de l'origine en restant 
intérieur à l'un des angles 

e étant un nombre positif aussi petit qu'on le voudra. 
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On aura donc, pour o < j; < i , 
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(i3) 






sin2V7ca7 

V7t 



Nous désignerons par f i(^) la fonction périodique 



(i4) 



— , ^ v^ sinavira? 
o,(a7) = — > 




y 



fonction qui se confond avec x — v pour v < ;r << v H- 1 . 

m étant un entier positif quelconque, on aura, pour o <^x <C i , 



(i5) 



00 

2 



sin2V7rar 



m, 



iTzi J^ e- — I z 



et comme, d'après la note de la page 32, le module de l'expres- 
sion (12) reste inférieur à la quantité finie M' sur les cercles Cv, 
et comme, d'ailleurs, la somme (i5) admet la période i et s'annule 
pour les valeurs entières de x^ on peut en conclure que la 
somme (i5) reste inférieure en valeur absolue à la quantité M' 
pour toutes les valeurs réelles de x^ quel que soit V entier 
positif m. D'autre part, on peut déduire de l'égalité (i5) ce fait 
bien connu que la série (i4) converge uniformément dans 
l'intervalle e^a?^i — e, quelque petit que soit le nombre posi- 
tif t. 

On appelle polynômes de Bernoulli les polynômes P définis 
par les égalités 

Conformément à la notation adoptée ci-dessus, nous convien- 
drons de désigner par P2a(^), P2A4.1 (^) les fonctions périodiques 
de période i qui coïncident respectivement avec ces polynômes 
dans l'intervalle o ^ :r 1 1 . 

Ayant à nous occuper souvent des polynômes <p et P dans la 
suite de cet ouvrage, nous en signalerons ici quelques propriétés 
importantes qui se déduisent immédiatement de nos formules. 



2 
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En rapprochant l'égalité (9) de celle qu'on obtient en la diffé- 
rentiant par rapport à x^ on trouve les relations 

(16) ?i+i(iP) = (v-4-i)«pv(a?) (v = i,2, ...), 

qu'on pourrait aussi déduire des formules (11). De celles-ci on 
conclut immédiatement 

puis 

<ipîA-+-l(0) = cpîAr+l ( 5) = ?îA:+l(') = O, 

et, en tenant compte de l'égalité (6), 

(17) ?2a(o) = 9,a(i)= (- 1)*+* Bk. ?îA (i) = (-O^Bi,, 



où 



La plus grande valeur numérique de ô^ki^) étant égale à B>t, 
d'après (11), onwoil (\\\e le polynôme V^hi^) s* cinnule pour x^^o 
et pour x=^ I, e/i gardant dans V intervalle compris entre ces 
valeurs un signe invariable, à savoir celui de ( — 1)*. Signalons 
aussi l'égalité 

(18) f P,A(:r)û?ar = (-i)*BA., 

qu'on vérifie de suite en intégrant la première des formules (11). 
Considérons encore, avec Hermite (*), les polynômes y (jT) qui 
figurent dans le développement 



(') Journal de C relie, t. 116, p. i44» 



(■20) 
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Un raisonnement analogue au précédent conduit aux égalités 

/ \ / M. / 7\l V^ 810(27-4-1)11^ — / X // \ 

Xîa(^)= (- 1)^2(^^) 1 2à [(2v-i- i)7r]>^^i ^ ^>^'^-(^^ (X: = i,2,...), 



on 

/ N / v/ . 4 r » M V^ C0S(2V -h l)7ra7 « , . , , V 



qui sont valables pour o^j;^i. Les expressions qui figurent aux 
seconds membres, et que nous désignerons par X2a(^)> X2k+i (^)î 
admettent la période 2 et changent de signe lorsqu'on ajoute à la 
variable x une demi-période, c'est-à-dire l'unité. 

Nous désignerons de même par Xo(^) ^^ fonction périodique 

, ■ _ , . VI sm(2v-t- i)t:x 

i^^) 7o(a?) = 2> 7^^ r^ 







(2v-+-i)ir 



dont la valeur est égale à -> pour 2v<;;r<;2v+i, et à pour 

2v+i<;^<2v+2, vêtant un entier quelconque. Quant à la 
convergence de la série qui figure au second membre de l'éga- 
lité (21), on pourra répéter mot à mot ce qui a été dit au sujet de 
la série (i4)« 

Des égalités (19) et (20) on déduit les relations 

(2*) Xi+l(^) = (''^-OXv(^) (v = 0, 1,2, ...), 

Xu(i — a?) = xu-(a?), x«*+i (i ~ ^) = — X«A:+i(a?), 
et, enfin, en tenant compte de l'égalité (8), 

19. A l'aide des considérations du n° 17 on peut, dans certains 
cas, décomposer une fonction méromorphe en fractions ration- 
nelles (*). 

Supposons, par exemple, qu'il soit possible de choisir les 



(») Cf. Œuvres de Cauchy, série II, t. VII, 18:^7, p. 324-344, et série I, t. VIII, 
1844, P- 378-385. 
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cercles Cy de telle sorte que, si l'on pose toujours z^= r,,e^'^, le 
module |/(^v)| reste au-dessous d'une limite finie, quels que 
soient ^ et v, et que, d'autre part, l'égalité 

lim/(-5v) = A 

V=oo 

soit vérifiée uniformément dans l'intervalle o^ A^27î ou, plus gé- 
néralement, dans toute portion de cet intervalle qui ne comprend 
pas certaines valeurs particulières, ^t^ ^2^ - - -•) ^n* ^^ ^t^ sera alors 
de même, quel que soit x, de l'égalité 

et l'on en déduit, d'après le théorème de la page 3 1 , 

Or le résidu de -^ ^^ au point z = x est égal à fix)^ et nous 
pouvons donc écrire le résultat précédent sous la forme 



(a4) /(^)=A + <r^^ 



OÙ la somme ^ ne comprend, cette fois, que les résidus de '^ ■ 

relatifs aux pôles de/(^) (*). 
Si l'on suppose les conditions 



lim/(zv) = A pour 4^0+ e < ^^ < 'l'o-H ît — £ 

lim /(zv) = B pour %-+-7t-i-£<4/<'}'o-*-a7t — t 



v = «> 



vérifiées uniformément dans les intervalles indiqués, quelque petit 
que soit e, et si |/(^)| reste d'ailleurs au-dessous d'une limite 
finie sur les cercles Cy, on trouve, par le même raisonnement que 



(*) A l'exemple de Gatichy, nous désignerons désormais par les notations 
A^ 'P(^)(/(^))> et y < f(^ w ^^ somme des résidus des expressions ^{z)f{z)^ 

cp (>z) . I 

-^- — ~i relatifs respectivement aux points singuliers des fonctions /( ^ ) et -j- — r • 
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cî-dessus, en utilisant le dernier théorème du n** 17, 

Considérons encore le cas où f{z) est une fonction impaire, 

f(z ) 
telle que le quotient :^-^^^ tende uniformément vers zéro pour 

o ^ tj> ^ 211 lorsque v croît indéfiniment. Je dis que le résidu intégral 

de "^ ^ se réduit à zéro, de sorte qu'on pourra appliquer la for- 

mule (24) en y faisant A = o. En effet, on a 



et, sous la condition indiquée, cette dernière expression a évi- 
demment pour limite o lorsque v tend vers l'infini. 

Dans le cas où f{z) n'admet que des pôles simples, a^ «o, . . ., 
^v? • • •? on aura 

^ X — Z ^mi X — «v ' 

1 

Av étant le résidu de f{z) relatif au pôle a^. Mais il importe de 
remarquer que, dans cette série, on doit réunir les termes en 
groupes comme l'indique l'égalité (2), c'est-à-dire en comprenant 
dans un même groupe les termes provenant des pôles compris 
entre deux cercles consécutifs dans la suite c,, C2, . . .. 

20. Appliquons les considérations précédentes à la fonction 

D^ simr2 



f{z) = 71 COtlT^ == r 



simzz 



La fonction sinirs admettant les points i?=o, ±1, z!z2, ... 
comme zéros simples, ces mêmes points seront, d'après le n° H, 
pour y(^) des pôles simples de résidu i. La fonction y*(^) est 
d'ailleurs impaire et, d'après la note de la page 82, son module 

restera au-dessous d'une limite finie sur les cercles Cy, si l'on prend 

I 

/'v = V • 

2 

On peut donc appliquer la formule (24) en y faisant A =: o, et 
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l'on trouve ainsi la formule connue 



00 00 

cotita7= - +^, ( — ^ i î — ) = - -Haa?V — --^ — - 

X ^à \x — V x-\-^J X À^ x^ — v' 



X 

v = l 

Soit, en second lieu, 



/(^) = £t (o<a<i). 



En prenant rv=( 2 V — i)tc, nous savons, d'après la page 34, que le 
module |/(^v) I reste au-dessous d'une limite finie sur les cercles Cv, 
et que l'égalité limy(.5v) = o est vérifiée uniformément pour 






h£<4/< Ê 

et pour 

2 2 

quelque petit que soit s. On aura donc l'égalité (24) avec A= o, 
ce qui donne 

-\-n 

= lim >^ r- (o<a<i). 



— /i 



Si a = o, on aura 



T 3 ir 
lim/(^v)= — ' pour ~*-i-e<4'<-; e» 

1; r= 00 2 2 



V = oo 



les autres conditions étant les mêmes que ci-dessus. Dans ce cas, 
on doit donc appliquer l'égalité (25) en y faisant A = o, B = — i , 
et l'on trouve ainsi 



00 

I I 

= 1 haa? 



2 



e^ — 1 2 X ,Arf a?*-i- 4"^^*^* 

1 

Comme dernière application, proposons-nous, en suivant tou- 
jours Cauchy, de décomposer la fonction entière 

F(^) = sin^ — az cos>5, 

où a désigne une constante, en un produit de facteurs primaires. 
A cet effet, mettons F(z) sous la forme 



F(z) =-— azcos^f 1 — \ 
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el décrivons, de l'origine comme centre, des cercles c^ de rayons 
vTw (v = I, 2, . . .). Dès que v dépassera une certaine valeur Vq, on 
aura {Cf, la note page 82) 



tangz 
az 



< I sur Cv, 



et il en résulte, d'après le théorème de la page 22, que la fonction 
F(z) a, dans le cercle Cy, autant de zéros q^e la fonction z cos5, 
c'est-à-dire 2v-f-i zéros. Donc F(z) admet, en dehors de l'ori- 
gine qui en est un zéro simple si l'on suppose a 7^ i , une infinité 
d'autres zéros, deux à deux égaux et de signes contraires, que nous 

désignerons par dzXj, ±^2, ..., =i= ) vj D'ailleurs, pour v >Vo, 

les zéros ± Xy seront compris entre les cercles Cv_i et Cy. 
Cela posé, formons la dérivée logarithmique de F (5) : 



I — a 



I* {z) __ (1 — a)cosz -+- az smz __ az 
F(^) sin-s — azcosz ~~ tang« 

az 

Cette dernière expression met en évidence que le module de 

„. . reste inférieur à une quantité finie sur les cercles Cy, au moins 

pour v^Vo, et, comme c'est d'ailleurs une fonction impaire de s, 
les résultats établis au n° 19 nous permettent d'écrire 



FV) 
F(^) 



X A^ \x — Xy a7-i-Xy/ 



En intégrant cette égalité et en observant que F'(o) = 1 — «, on 
en déduit l'expression cherchée 

sin^r — aa?cosa7 = (i — «)iP I |(i — rj)' 



21 • Si les considérations qui précèdent ne s'appliquent pas à la 
fonction donnée y(>s), il sera parfois possible de trouver une fonc- 
tion rationnelle ou méromorphe ^^(-s), se réduisant à l'unité pour 
j5 = I et telle que les conditions énoncées au n® 19 soient vérifiées 
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pour le produit/(5) ^( - j* quel que soit .r ('). Le résidu intégral 
de l'expression 



(26) 



Z — X 



aura alors une valeur finie qui dépendra en général de a?, ç(^)9 et, 
comme le résidu de cette expression au point 5 = ^ est égal à 
f{x)^ on en déduit ' 

(27) /(^)=<p(^)+/ '^ ^ ^-^ 



C^ X — z 



Supposons par exemple qu'il soit possible de choisir les cercles Cy 
de telle sorte que l'égalité 

hm — TT- = o, 

V = « Z[^ 

où p désigne un entier positif, ait lieu uniformément pour 

o^ <j;^ 2ir. 

Dans ce cas, il suffit de prendre ^( 3) ^ z~p^ car l'expression (26) 
devient alors 

zP z X 

et, en vertu de l'hypothèse admise, elle aura donc zéro pour résidu 
intégral, quel que soit j?. Par suite, l'égalité (27) nous donne 



^ ^ ^ K^ X — z \ zP ) 



Admettons en particulier que les pôles a^, «2, ... de f{z) soient 
tous simples et distincts de l'origine, et soit Av le résidu du pôle a^,. 
Dans ce cas, le résidu de l'expression 

XP f{z) /•/ \ / ' ' ^ ^P~ 



X — z ZP 



-^^ ^\X — Z Z Z^ ZP 



(') Cauchy a fait cette remarque {Œuvres, série I, t. VIII, p. ii^, 38i), sans 
toutefois en tirer grand profit. Pour le sujet que nous traitons ici, voir Her- 
MiTE, Cours d'Analyse, 4* édition, lo" Leçon; Picard, Traité d'Analyse, t. II, 
Chapitre VI; Borel, Leçons sur les fonctions méromorphes. Chapitre IV. 
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relatif au pôle a^t est égal à 

ky» / X\P . f \ I X XP"^ 

( — ) sAv( 1 h— r -\-,.,-^ — 

x — ay\ay/ \x — av «y «v «v 

tandis que son résidu à l'origine est, d'après l'égalité (7), page 9, 

a?P—^ 
/(0)+/'(0)^+..-+/'^»(0) (^_,); » 

de sorte que la fonction /(a?) sera représentée par l'expression 

/(.)=/(o)-./'(o).^...-H/>/.-.'(o)^,+|;^(|)^ 

1 

Dans cette dernière somme, on doit d'ailleurs réunir les termes 
en groupes comme nous l'avons expliqué plus haut. 



III. — Calcul de quelques intégrales définies. 

22. Le calcul des résidus constitue la source naturelle des inté- 
grales définies, et Cauchy en a tiré des méthodes générales qui lui 
ont fourni toutes les intégrales obtenues antérieurement et une 
multitude d'intégrales nouvelles (*). Nous devons nous borner ici 
à rappeler brièvement les plus importantes de ces méthodes, en les 
illustrant par quelques exemples caractéristiques. 

Nous commençons par tirer de la formule connue 






2 



quelques résultats dont nous aurons à faire usage plus loin. 

Posons ^ = pe'+, et considérons l'intégrale / e~^* dz étendue 
au contour du secteur formé par Taxe réel positif, le rayon d'argu- 



(') En dehors du Mémoire déjà cité de l'année i8i4) on consultera en particu- 
lier : Journal de VÉcole Polytechnique, Cahier XIX, 1828, p. 571-592 ; ÛFi/ires 
de Cauchy, série II, t. VI, 1826, p. 256-285, et, avant tout, l'Ouvrage intitulé 
Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites imaginaires 
(1825), dont une traduction allemande vient d'être publiée par M. Stâckel. 



44 CHAPITRE II. 

menl tl = -, et l'arc S du cercle | ^ | = R compris entre ces deux 

droites. La valeur de cette intégrale est égale à zéro, quelque grand 
que soit R, puisque la fonction e"'* est partout holomorphe. Or je 
dis que V intégrale prise sur l'arc S s'évanouit lorsque R croit 
indéfiniment. En effet, le module de cett'fe intégrale est inférieur à 



tZ TZ 



et^ en désignant par a un nombre positif inférieur à —, oïi a 
expression qui s'annule évidemment pour R = oo, et, d'autre part, 



ir iz 



^ siwaj^ ^ ^ Rsma 

d'où résulte la proposition énoncée. 

Par suite l'intégrale (i), prise le long de l'axe réel positif, aura la 
même valeur que si l'on y prend pour chemin d'intégration le 






rayon d'argument j» et, en posant dans ce dernier cas ^ = e * p, 
d'où z^= îp2, on aura donc 

f 6-^9' dp = e * ^y 

ou encore, en séparant les parties réelles et imaginaires, 

j cos(p»)â?p=y sin(p2)t;p = i^^. 

De l'égalité (2) on déduit, en remplaçant p par ait -\ — 5 j» 
et, en ajoutant à cette égalité celle qui en résulte en changeant h 
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en — 6, on obtient une formule qui nous sera utile : 



<^> / 



V7C r- -»-' -r 



er^a.H'^ cos ihtdt= - — e 

la 



23. Voici maintenant une méthode aussi simple que féconde, et 
dont Cauchy a fait un usage continuel dès ses premières recherches 
sur ce sujet. Supposons que la fonction /(<s) soil uniforme et ne 
présente qu'un nombre fini de points singuliers dans le demi-plan P| 
situé au-dessus de l'axe réel, en étant d'ailleurs holomorphe sur 
cet axe, et soit R un nombre positif assez grand pour que les points 
singuliers en question soient tous intérieurs au cercle décrit de 
l'origine comme centre avec le rayon R. En désignant par Cr l'arc 
de ce cercle compris dans le demi-plan Pi, on aura alors, par le 
théorème fondamental du calcul des résidus, 

f f{z)dz^ ff(z)dz = 2i:if {/iz}l 

et, dans les cas où est vérifiée la condition 

(4) lim f/(z)dz=o, 

R = « Jr. 



Cb 



on en conclut, en faisant tendre R vers l'infini, 

(5) f ,f{z)dz = 2T.ir (/{Z)]. 

On trouverait de même, sous des conditions analogues, 



,-+-• 



(5') f fiz)dz=-2^ir^^{f{z)], 

P2 désignant le demi-plan situé au-dessous de l'axe réel. 
La condition (4) est certainement remplie si l'égalité 

(6) lim R/(Re'4') = o 

R=ao 

a lieu uniformément pour o£<j>^7r. Il en résulte, en particulier, 
que la formule (5) est applicable toutes les fois que /(z) est une 
fonction rationnelle, holomorphe sur l'axe réel et admettant le point 
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à rinfini comme zéro du second ordre (ou d'ordre supérieur), ou 
bien le produit d'une telle fonction par une expression de la forme 

où 2|, Z2j . . . sont les affixes de points situés au-dessous de l'axe 
réel, et où la partie réelle de la somme ai + a2 + . . . est inférieure 
à l'unité (ou même égale à l'unité, si la partie réelle de la somme 
Pi + ^2 H- • • • est négative). 

Mais l'hypothèse (4) est encore vérifiée si l'on a 



(8) lim f R\/{Rei^)\d^ = o, 

condition qui est évidemment plus générale que (6). On en déduit, 
en particulier, que la formule (5) est applicable pour 

/{z) = ei^^o{z), 
si l'on suppose la constante a positive et l'égalité lim o(Re'+) = o 

R=:oo 

vérifiée uniformément pour o^tj^^ir, o(z) jouissant d'ailleurs, 
dans le demi-plan P| et sur l'axe réel, des propriétés indiquées au 
début de ce numéro. 

En effet, en désignant par e(R) le maximum de |cp(Re'+)| 
pour o ^ tj) ^ TU, on aura 

Or l'intégrale qui figure au second membre, et qui peut s'écrire 



1 



•^0 



reste au-dessous d'une limite finie quel que soit R, car, en désignant 
par b un nombre positif inférieur à — * on a 



TZ 



r i\ g-nRsintj. ^^^ flL^b^K e-«RsIn^, 
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expression qui s'annule pour R = oo, et d'autre part 

/ R e-''R*ïn+ û?iK r / e-«R»"»+Rcosttc?<t = r (i — e-''»^"'^^). 

J^ ^ cos b J^ ^ ^ a cos b ' 

Comme d'ailleurs, par hypothèse, e(R) s'évanouit pour R = oo, 
on voit bien que la condition (8) est remplie et que, par suite, la 
formule (5) est applicable dans l'hypothèse considérée. 

On pourra, par exemple, choisir pour 0(2) une fonction ration- 
nelle, holomorphe sur l'axe réel et admettant le point à l'infini 
comme zéro du premier ordre (ou d'ordre supérieur), ou bien le 
produit d'une telle fonction par une expression de la forme (7), les 
points ^1, ^2, ... étant situés dans le demi-plan P2, et la partie 
réelle de ai + a2+. • • étant inférieure à l'unilé (ou même égale à 
l'unité, si la partie réelle de la somme ^i + ^2 + » •• est négative). 

On trouve, par exemple, en désignant par r une constante dont 
la partie réelle est positive. 



.-»-* _.-x.- y^-+-« 



et, en formant la somme et la différence de ces deux égalités, on 
en déduit les formules de Laplace 



Jr* z sinaz , C 



rcosaz , tz 

— : dz = - e-«''. 



24. Voici une autre méthode générale dont Cauchy (*) et Her- 
mite (2) ont fait un usage étendu, et sur laquelle nous aurons d'ail- 
leurs à revenir au Chapitre suivant. En posant 5 = 7 + iV, admettons 
que la fonctiony(3) soit uniforme et ne présente qu'un nombre fini 
de points singuliers dans le domaine B|, défini paries inégalités 
a < T < 6, ^ > o, en étant d'ailleurs holomorphe sur le contour 
de ce domaine, et admettons en outre que la condition 

(9) lim /(t -h ï7) = Hi, (Hj = const.), 

soit vérifiée uniformément pour a^T^è. 



( *) Voir en particulier Œuvres, série I, t. I, iSaj, p. 235-285. 
(^) Cours d'Analyse, i3« Leçon. 
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Prenons un nombre positif 5 assez grand pour que les points 
singuliers àe f{z) compris dans B| soient tous intérieurs au rec- 
tangle retranché de ce domaine par la droite ^ = 8. En intégrant la 
fonction y^^) autour du périmètre de ce rectangle, on aura l'égalité 

f f(^)dz= if [f(a-^it)-fib-^it)]dt 

on en déduit, en tenant compte de l'hypothèse (g), 

f /(t) dk = i f* [/(a + it) -/{6 H- it)] dt 

Dans le cas où la fonction y*(^) admet la période b ^- a^ le pre- 
mier terme disparaîtra du second membre de cette formule. 

En supposant des conditions analogues à celles qui précèdent 
vérifiées dans le domaine B2, symétrique de B< par rapport à l'axe 
réel, on trouve une formule analogue à (11) et que nous nous 
dispenserons d'écrire ici. 

Appliquons cette méthode au cas où l'on a 

u étant une quantité réelle et positive. La fonction /(^•) admet 
pour pôles les points 

z = i logw -I- 2irv (v = o, dr I, ± 2, . . .). 

Donc, si w>i, le pôle ilogu sera intérieur à B|, tandis que ce 
domaine ne comprendra aucun pôle de f(z) lorsque u<C.i- Il en. 
résulte que le dernier terme de l'expression (i i) est, dans le pre- 
mier cas, égal à — et, dans le second cas, à zéro. 

D'autre part, on trouve 

f(a-^-it)-f(b + it) = - ^^, 

d'où il résulte, par un calcul élémentaire, que le premier terme de 
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l'expression (i i) a pour valeur 



u 



log(l-f- M). 



Comme, d'ailleurs, Hi = o, nous pouvons donc conclure de la for- 
mule (il) que l'intégrale 

r^"" zdz 



. — fZ 



est égale à log l ) ou à - — log ( j » suivant que l'on a 

1/ > I ou w << 1 , et, en séparant les parties réelle et imaginaire, on 
en déduit pour l'intégrale 



r"" z sir 
7 u^—iu 



z sinz dz 



cos^ 



la valeur - log • si w > i , et la valeur - log(i -}- w), si w << i . 

Calculons encore, par la même méthode, la valeur de l'intégrale 

(i2) / log(simrz)û?z, 

qui nous sera utile plus loin, et, dans ce but, appliquons la for- 
mule (lo) en y faisant a = o, è = i , /(5)=: log(sin7:^). On s'as- 
sure en effet aisément que cette formule reste applicable lorsque 
la fonction f{z) devient infinie aux points a et 6, pourvu que son 
ordre d'infinitude y soit inférieur à l'unité, comme dans le cas 
présent. On trouve, par une discussion élémentaire, 

fia -H It) —f{b-h It) = log -: r— • =-|- TTt, 

d'où il résulte 



i f [/(a-h it)—f(b-hit)]dt= — TzB, 



et, d'autre part, on déduit de l'égalité simzz = — .(^'^'^ — e"*"'*) 






(') Pour éviter des redites iacessaiites, nous conviendrons dès maintenant de 
désigner indin*éremment par e(^), 6(6), ..., toute fonction tendant vers zéro 
lorsque /, 6, ... tendent vers l'infini. 

L. 4 
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d'où 



TU l 

/( T -f- t8 ) = Iog*>. -h ttS — ir ÏT -h £ ( 8 ) 



et, par suite, 

//(t -4- i^)eh = irS — log2 -h e(o). 

Comme, d'ailleurs, dans l'hypothèse actuelle, le dernier terme 
de la formule (lo) est nul, nous pouvons en conclure, en faisant 
tendre 8 vers l'infini, que la valeur de Vintégrale (12) est égale 
à — log 2 . 

25. Soit encore à calculer l'intégrale 






a étant une constante dont la partie réelle est positive et inférieure 
à un, et cd(z) une fonction rationnelle, s'annulant à l'infini et 
holomorphe à l'origine et sur l'axe réel positif. 

Traçons de l'origine comme centre un cercle c de rayon e et ua 
autre cercle C de rayon R, de telle sorte qu'ils comprennent entre 
eux tous les pôles de o(^), et désignons par S le contour fermé 
qui se compose de ces cercles et des deux bords d'une coupure 
menée suivant l'axe réel positif. On aura 






la somme F s'étendant à tous les pôles de ^{z). 

Faisons maintenant tendre e vers zéro et R vers l'infini. Les 
parties de l'intégrale ci-dessus qui sont relatives aux cercles c 
et C, tendront vers zéro, en vertu de nos hypothèses. Comme 
d'ailleurs z*^~^ = e<«-*)*08^ et que logz augmente de 27c/ lorsqu'on 
passe d'un point du bord supérieur au point correspondant du bord 
inférieur de la coupure, le premier membre de l'égalité précédente 
deviendra 

(i — e*^*«) / z'^-^(f{z)dz^ 
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et, par suite, on trouve pour l'intégrale donnée l'expression 
Pour ©(2) = i on obtient la formule, due à Euler : 



/ 



* -a-\ 



dz = ---e1l/Ca-l)= _ 



Q i-\-z I — gîTi/a sinira 

En différentiant l'égalité (i3) n fois par rapport à la constante a^ 
on trouve la valeur de l'intégrale 

/ z^-^(\ogz)^(f{z)dz. 

D'autre part, si 'f{z) admet le point à l'infini comme zéro d'un 
ordre ^ 2, les résultats précédents seront valables pour a == i + e, 
dès que o < e < 1 , et, en faisant tendre e vers zéro, on en déduit 
les formules 



et 



y" <P (* ) ( log ^ )« rfz = n m^D^"' j 7éî4re «£ ^n ? ( ^ » j . 



On trouverait, par exemple. 



/ 



(1214' dz = lim D^'- /^^\ = ? 
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FORMULES SOMMATOIRES TIRÉES DU CALCUL DES RÉSIDUS. 



l. — Recherches de Cauchy, Transformations diverses 

des formules générales, 

26. Le calcul des résidus permet d'exprimer par une intégrale 
définie la somme des valeurs que prend une fonction analytique 
f{z) pour des valeurs entières successives de la variable z. En 
effet, on a vu (p. 89) que la fonction tzcoItzz admet tout nombre 
entier v comme pôle simple de résidu un^ et il en résulte que la 
valeur /"(v) est égale au résidu de l'expression tzcoI'uiz f{z) relatif 
au point z = v, pourvu que f(z)j soit holomorphe. Traçons donc 
un contour fermé simple C enveloppant les points m, m-|-i , ..., n, 
mais laissant à l'extérieur tout autre point dont l'affixe est un 
nombre entier, et supposons que, à l'intérieur de ce contour, la 
fonction f(z) soit uniforme et ne présente qu'un nombre fini de 
points singuliers, distincts des points m, m -h i , ..., ai, en étant 
d'ailleurs holomorphe sur C. Dans ces conditions, on conclut du 
théorème général des résidus, en utilisant la notation qui a été 
expliquée page 38, 



n 



(i) — ^. I Tzconzzf(z)dz =2\f{^)^ f TZCOiTZZ[f{z)), 



m 



d'où 



n 



(2) • ^^f{^)— -^^ j '^^OlTZZf{z)dz— ^ 'JtCOt7C^(/(3)). 



m 



Si, en particulier, la fonction y(^) est holomorphe à l'intérieur 
de G, le dernier terme de cette égalité disparaîtra. 
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En observant que le résidu de la fonction -: relatif au pôle 

z = y est égal à ( — i)^, on arrive de même à la formule 



n 



(3) y(_i)v/(v) = _L f-ji—f{z)dz — y ^-^i_(/(z)), 



m 



les hypothèses restant les mêmes que ci-dessus. 

Les formules qu'on vient d'écrire conduisent facilement à la 
sommation de certaines séries particulières, renfermant un nombre 
infini de termes ( ^ ). 

Soit, par exemple, f{z) une fonction rationnelle ouméromorphe, 
telle que le résidu intégral de l'expression tzcoItzz f{z) s'annule 
(^voir\e n" 17). En prenant pour le contour C un cercle ayant l'ori- 
gine comme centre et en faisant croître indéfiniment le rayon de ce 
cercle par des valeurs convenablement choisies, l'intégrale (i) 
tendra vers zéro, de sorte que l'égalité (2) deviendra 



-4-ao 



(4) ^f{^)=-- ^'^(^ol7zz[f{z)). 



Si le résidu intégral de l'expression -. f{z) se réduit à zéro, 

on déduit de même de l'égalité (3) la formule 



90 



(5) 2(-)V(v)=-<î:,-i^(/(.)). 

00 

On suppose, bien entendu, que les séries qui figurent dans les 
égalités (4) et (5) soient convergentes et que leurs termes soient 
réunis en groupes comme l'indique l'égalité (2), page 3o. 

restent au-dessous d'une 



Comme les modules Icotu:?! et 

limite finie sur les cercles 1 2 1 = v — ^ j '"^ = ' 1 2, ... {voir la note 
de la page 82), on peut conclure des résultats établis au n** 17 que 
les conditions énoncées ci-dessus sont vérifiées toutes les fois 
que f{z) est une fonction rationnelle admettant le point à l'infini 



(*) Cf. Œuvres de Cauchy, série II. t. VII, 1827, p. 345-362. 



54 GHAPITRK III. 

comme zéro d'un ordre ^2. Dans ce cas, les séries (4) et (5) seront 
d'ailleurs absolument convergentes. 

Si f{z) est une fonction rationnelle ayant s = x» comme zéro 

simple, on pourra l'écrire sous la forme f{z) = — h o(^), A étant 

une constante et ^{z) une fonction rationnelle admettant ^ = 00 
comme zéro d'un ordre ^2. Comme les résidus intégraux des 

expressions '■ — et — : se réduisent à zéro, puisque leurs 

termes se détruisent deux à deux, il en sera de même, d'après ce 
que nous venons de dire, des résidus intégraux des expressions 

TzcolTtz f{z) et -: /(^) ^^'i ps^r suite, les formules (4) et (5) 

seront encore applicables, en réunissant toutefois, dans la série (4 )> 
les termes correspondant à des valeurs égales et de signes contraires 
de l'indice v. 

L'égalité (4) nous donne, en faisant par exemple /(^)= -j> 



2 



00 

2 



71^ 



(a: -»- v)2 si n^ 7137 



et, pour/(z)=^-^, 



2 1 _ I I p TT 






(a+632) 2a 2/^ ^y^ _„^- 



La formule (5) reste valable si l'on pose f(^z)=i '^{z)su\az ou 
f{z) = ^(z) cosaZj '^{z) étant une fonction rationnelle s'annulant 
à l'infini et a une constante réelle comprise entre — 7t et 7t. En 
effet, en remplaçant les fonctions trigonométriques par des expo- 
nentielles, on constate aisément (Cf, la note p. 82), que les ex- 
pressions 



si n a ^ 


et 


cosaz 


sinir-s 


sinTT^ 



restent au-dessous d'une limite finie sur les cercles 

et, d'autre part, que ces mêmes expressions tendent uniformément 
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vers zéro lorsque le point z^ pe'^ tend vers l'infini en restant 
intérieur à l'un des angles s^^^it-^^s, Tt+e^'i^^-re — e, 
€ étant un nombre positif aussi petit que l'on voudra. Comme le 
module |5cp(5)|, par hypothèse, reste inférieur à une quantité 
finie à partir d'une certaine valeur de js,', ces mêmes remarques 
seront applicables au produit de Fune quelconque des expressions 

^(z)s'inaz et — ^(z)cosaz 



sinii^ • sinir^ 



par le facteur 5, et, d'après le n° 17, les résidus intégraux de ces 
expressions se réduiront donc à zéro, ce qui justifie notre asser- 
tion. On aura par suite, sous les conditions énoncées. 



00 



(-i)^[?(v)-o(-v)]sinva = — 7t^^j^^^(?(«)), 



1 

dO 



1 
On trouve, par exemple, pour '^(z) = — — — » 



"^ V sinva __ it sinaa? 



1 

00 



y,- , , i 



cosva I 7c cosaa? 



r^ — V* '207* 'IX siniTiT 



Dans certains cas, les formules (4) et (5) permettent de trans- 
former une série donnée en une autre dont la convergence est plus 

rapide. Ainsi, en faisant dans (5) f{^z^ = —— z^^' ^ étant une 

constante réelle quelconque, Cauchj en déduit l'égalité 



00 



2(_ov 1 = ! Ly(«,)v 1 



g« — e « 



Pour les petites valeurs numériques de a, la convergence du 
second membre est évidemment très rapide, tandis que le premier 
membre converge lentement. 

27. Nous allons maintenant transformer les formules générales 
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établies au début de ce Chapitre, en commençant par la formule (2). 
Pour simplifier, nous supposerons d'abord la fonction y(^) holo- 
morphe à l'intérieur du contour C, de sorte que le second membre 
de cette formule se réduit à son premier terme. 

Soient a et p les points où C est coupé par l'axe réel 

(6) m — i < a < m, /i<p<n-hi, 

et désignons par ay'P la partie supérieure et par ay''^ la partie infé- 
rieure de ce contour. Nous laissant guider par cette observation 

que -rcotii^ tend vers — i dans la direction de l'axe imaginaire 

positif et vers H- 1 dans la direction opposée, nous substituerons, 
dans le second membre de la formule (2), 



et 



I 2 

-rCOtTT^ = — I -—. sur l'arc a y' 3 

I '}. 

-cot7rz= iH — r-^ sur Tare ay* 3. 

Par ces substitutions, l'expression en question devient 

-/ f(z)dz-- J(z)dz-^ ^!_ -^ / %^,,_ ■ 

Or on a, en posant 5 = t H- «V, 
(7) r /{z)dz = -f f(z)dz= f /{z)dz, 

puisqu'on suppose la fonction /( 2) holomorphe à l'intérieur de G; 
la formule (2) prendra donc la forme suivante : 



n 



^/■/ .j , f fi^)dz , r f(z)dz 



(8) 2/(^)=r/(^)^-/,i§i^-/i.._, 

Prenons, en particulier, pour le contour C un rectangle symé- 
trique par rapport à l'axe réel et dont les côtés verticaux passent 
respectivement par les points z = ql et z = p. En désignant par 2 ô 
la hauteur de ce rectangle, la formule (8) deviendra 

(9) ^f^^^=f /(^)^^ + i^«,S)-i(P,8)+R(S). 



m 
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en posant, pour abréger, 

R(8)= f^ f{^^i^)dz ^ r^ f{z-a)dz 

La formule (9) se simplifie dans le cas où sont vérifiées les con- 
ditions suivantes : 

I** La fonction f{z) est holomorphe pour a^T^p, quel que 
soit t] 

2" U égalité 

(A) liin e-*«i'i/(TH-tV) = 

a lieu uniformément pour a^T^ p. 

En effet, dans ces conditions, la formule (9) reste valable quelque 
grand que soit S et, lorsque 8 croît indéfiniment, R (8) tendra vers 
zéro, de sorte qu'on obtient 

(I) y/(v)=r /(T)rf'u^ Hm[I(a,8)-I(p,8)]. 

^■" «//v 0=00 



m 



Resserrons davantage les hypothèses en supposant que : 

1° La fonction fi^z) est holomorphe pour T^a, quelque soit t\ 
2° La condition (A) est vérifiée uniformément pour aS^S^, 
quelque grand que soit P; 

3** La fonction f(^z) est assujettie à la' condition 

(B) lim / e-2iïi^"|/(T-htOI^' = o. 

T=oo J_^ 

La formule (I) subsistera quelque grand que soit /i, et comme 
l'on a, en posant ^ = n -\ — > ^ = ^ -|- «7, 



I i(p, S) I < jT"" ^ {iti^'v ' "^' <jr"^-'"'" i/(p + '0 1 dû 
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on voit que l'intégrale I(P, oo) a un sens et qu'elle tend vers zéro 
lorsque n ou ^ augmente indéfiniment, de sorte que la formule 
en question deviendra 



00 



( 



«-'•- /(z)dz , r''-''f{z)dz 



II) 2/(v)=X /(^)--X ^s^-X — 

m 



si la série qui figure au premier membre est convergente, et, si 
cette série diverge, 




n- 



lim I y/(v)- f /(z)d^ 
(II)„ ." = -1^ ^» 

*"^'" f{z)dz , C'^-'" fiz)dz 






28. Nous introduirons dès maintenant certaines notations dont 
nous aurons à faire un usage continuel dans la suite de cet ou- 
vrage. En écrivant toujours 5 = 7+ it^ nous poserons 

d'où 

(II) 

et, d'autre part, 

(12) 

9'(x,0= ;;^.[/(-^-+-'«)-/(x -»•<)], 

de sorte que /?(t, ^) et «^(t, t) représentent respectivement les 
parties réelle et imaginaire de la fonction ^(t + tV), dans le cas 
où celle-ci est réelle pour / = o. 

Avec ces notations, le premier terme de l'expression I(t, S) 



s'écrit 



,6 
l 






1 i 
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et comme le second terme se déduit du premier efn changeant i 
en — /, il en résulte 

i('u,a) = -2 f Q{'z,t)dt, 

où 

(i3) Q(t, t)=p(z, /)X(T, n-^-qi-z, t)W{z, 0. 

On pourra donc écrire les égalités (1) et(II) sous la forme 

(D y/(v)=r /(t)Jt-2 r"[Q(a,0-Q(^0]^^ 



m 

00 



(II') y/(v)= r /(x)rfx--2 r q(t,t)dt. 



Dans le cas où l'on a 

OL =: m ou K = /IH 9 

•2 '^ 1 

m 

ces formules se simplifient, en vertu de l'égalité 

(14) Q(vH-i,A=_i(l^tii), 

qui a lieu pour tout nombre entier v. 

" 29. Les formules qu'on vient d'établir supposent essentiellement 
les nombres a et ^ compris entre les limites (6), et doivent être 
modifiées si l'une de ces limites est atteinte. 

Faisons d'abord tendre a vers //? — i , et cherchons la modifica- 
tion qui en résultera pour la formule (9). Pour simplifier le calcul, 
nous allons reprendre un moment l'égalité (8), en choisissant le 
contour d'intégration comme l'indique la figure ci-dessous, où les 
arcs c' et d^ font partie d'un cercle décrit du point m — i comme 
centre avec le rayon e, et où l'on a 

OL = m — I -i- £, a' = m — i -f- le, b' = m — i -f- ï §, 
a'' =: rn — 1 — ts, b" ^= m —a — / 8. 

Le contour C étant ainsi choisi, on doit d'abord substituer m — ï 
à a dans le terme R(8) de l'égalité (9), et, d'autre part, les deux 



6o 
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intégrales qui figurent dans l'expression I(a, 8) doivent être prises 
respectivement le long du chemin aa'è' (composé de l'arc d et du 
segment rectiligne a' 6') et le long du chemin symétrique ^d' b" . 
La somme des intégrales relatives aux segments a' b' et afb" 

Fig. 2. 




s'écrit, en posant z = m — i -h iV, et en utilisant la notation (12), 






'S. 



e27î<_, 



=-'/ 



► 27t/ 



dt. 



Sur l'arc c' on a 



/(^) 



fi^) 



g—i'JZlZ i 



iTzi z — {m — i) 



?(«;i 



le module de ^{z) restant au-dessous d'une limite finie lorsque e 
décroît vers zéro. Il en résulte que l'intégrale prise le long de cet 
arc et qui s'écrit, en posant z — {m — i) = e e^"^^ 



TZ 



TT 



-U" 



m — I -h £ e 






tend vers — ~7f{^~~^) lorsque e s'annule, et un raisonnement 

identique montre qu'il en est de même de l'intégrale prise sur 
l'arc c" , Donc la somme de ces deux intégrales aura pour limite 

-î/('"-0(*)- 

On voit, en somme, en choisissant le contour d'intégration 
comme il a été dit et en faisant ensuite tendre e vers zéro, que 



(' ) Il importe d'observer, en vue d'applications ultérieures, que ce résultat 
repose sur la seule hypothèse que la fonction f{z) prend une valeur finie et déter- 
minée au point z = m — i ( qu'elle y soit holomorphe ou non), de telle sorte que la 

différence f{z) — f{m — i) tende uniformément vers zéro avec e pour ^<]/ =~"* 
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l'égalité (9) subsiste encore pour a = m — i , à condition de poser 

^q{m — i, t) 



I(m — 1,8)= /{tti — i) — 2 / 

2 Jq 



e*^' — I 



dt. 



En modifiant le contour comme l'indique la ligne marquée dans la 
figure en pointillé, et en faisant ensuite s'évanouir le rayon du 
demi-cercle, on conclut de même que l'égalité en question subsiste 
aussi pour a = m, si l'on pose 



Des remarques analogues s'appliquent à l'expression I(P, 8), 
lorsque le nombre ^ tend vers l'une ou l'autre des deux limites 
entre lesquelles il est compris. 

Les résultats qui précèdent permettent de modifier de différentes 
manières les formules établies aux n"* 27 et 28. 

Ainsi, en faisant dans l'égalité (9) a = m, ^ = /^, S = 00, on en 
déduit la formule 



n 



(iii) 



m 



^jrAx)^.-.j;" ^^--;i-_^/"'^> ., 



qui subsiste lorsque les deux premières conditions de la page 57 
sont vérifiées pour a = m, ^ =z n. 

Si les trois dernières conditions de la page 5^ sont remplies pour 
a = m, on pourra faire croître indéfiniment le nombre n dans la 
formule précédente, et l'on trouve alors 

(IV) ^n.) = inm,^[n.u.-.j'^-s^^. 

m 

Dans le cas où lesdites conditions se trouvent vérifiées pour 



0L=^ m — I , on aura aussi 



00 

(V) y^A^) =- rJ{m-x)+ r f{z)dz-i f 



q{m—\, t) 



~ m. — 1 ^^ II 

m 



dt, 
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formule qui rjeste encore valable dans le cas où/(z) présente au 
point z = m — i le caractère indiqué dans la note de la page 60. 
Si la série qui figure au premier membre des deux dernières for- 
mules était divergetite, on devrait les remplacer par d'autres ana- 
logues à (11)^. 

30. Appliquons à la fonction /(jr-j- 5) la formule (9) en posant 
m = n = o^ et faisons tendre a vers o, ^ vers i et 8 vers 00, ce qui 
est permis si l'on suppose les deux premières conditions de la 
page 57 vérifiées pour Xi^i^Xi-i- i, Xs désignant la partie réelle 
de X. En tenant compte des résultats établis au n° 29, on trouvera 






/ 



00 







•r-t-l 



f /(^x -\- 'z) d'z = f f{^) ^^f il en résulte 
que la fonction 

(VI) ^i^)=-lf(x)+J^f(.v)dx + 'xJ'i^LÎl± 

(en supposant, bien entendu, que la dernière intégrale ait un sens, 
ce qui ne résulte pas nécessairement des conditions de la page 57, 
et en fixant convenablement la limite inférieure de la première 
intégrale) jouit de la propriété 

^{X-^ \) — ^{x) =z/{x). 

En d'autres termes, ^(x) est ce qu'on appelait autrefois l'inté- 
grale ^nie de la fonction f{x)^ et qu'on désignait par 51/(^)- 

31. Voici une autre transformation de la formule (8) qui nous 
sera utile plus loin. En y substituant 

\ =e2iï*2 ^_e4w•2 _+. . . . 4. ^sfiTt/z ^ ^ , 

(i5) \ 

1 e-2UL7tZ3 
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et en remarquant qu'on a, pour chaque indice v, 

I e^^'^i-f{z)dz^ I e-^'f'^i^ f(z) dz = '1 f /(t) cosavin: rfx, 

puisque la fonction f{z) est, par hypothèse, holomorphe à l'inté- 
rieur du contour C, on trouve d'abord 

>,/(^)= / /('^)^'^-»-2 > / f('z) COSIWTZzd'Z 
(l6) (m * 1 '* 






Supposons maintenant la condition 

lim e-s^f^-^i'^i'i/C-c -h î'O = o 

vérifiée uniformément pour a ^ t £ ^ et la fonction f{^z) holomorphe 
dans la bande correspondante. 

En choisissant pour le contour C le même rectangle que page 56, 
et en faisant croître 8 indéfiniment, on trouve alors que les parties 
des deux dernières intégrales ci-dessus qui sont relatives aux côtés 
horizontaux de ce rectangle tendent vers zéro, de sorte que la for- 
mule (i6) se simplifie. 

Admettons, en particulier, que les conditions énoncées tout à 
l'heure soient remplies pour o^t^/? ; remplaçons dans l'égalité (i6) 
n par n — i et m par l'unité, faisons tendre a vers o, ^ vers n et 8 
vers 00, et ajoutons aux deux membres le terme /"(o). En suivant 
fidèlement la méthode exposée au n" 29, nous trouvons ainsi la 
formule dont nous aurons bientôt à faire usage : 



«— 1 






2/ ^(^) 



32. Nous avons établi les formules des n<" 27-31 en supposant 
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la fonction f{z) holomorphe en tout point de la région limitée 
par le contour d'intégration. Mais il est facile de voir comment se 
modifient ces formules dans le cas où /(z), tout en restant uniforme 
dans cette région, y possède un nombre fini de points singuliers. 

Pour fixer les idées, supposons que la fonction /(z) présente 
ce caractère dans la bande B, définie par les inégalités a <[ t <[ P, 
et cherchons comment se modifie la formule ([). Pour arriver à un 
résultat simple et précis, nous admettrons qu'aucun des points 
singuliers de /{z) compris dans B n'est situé sur l'axe réel. 

Reprenons alors la formule (2), en choisissant le contour C 
comme à la page 56, mais en prenant 8 assez grand pour que les 
points singuliers dont il s'agit soient tous intérieurs à ce contour. 

Dans l'hypothèse actuelle, on doit d'abord tenir compte du 

dernier terme de la formule (2), qui s'écrit — P tz cotiz z[/{z)], 

ce qui constitue une première modification du raisonnement donné 
au n" 27; d'autre part, les égalités (n) devront maintenant être 
remplacées par les suivantes : 



f f{z)dz= f /(z)dz-^2'Kir [f(z)l 



Bi et B2 désignant respectivement les moitiés supérieure et infé- 
rieure de la bande B. Le reste de notre raisonnement ne subit 
aucune modification, et nous arrivons donc à cette conclusion que, 
dans ^hypothèse admise ci-dessus, on doit retrancher du 
second membre de la form,ule (I) [^expression 

^ 7rcotirz(/(^)) + 7u.-j r (/(^))-/ [f{z)]l 

laquelle, à l'aide des substitutions indiquées au début du n*' 27^ 
peut encore être mise sous la forme 

Les autres formules subiront des modifications analogues. 
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33. Voici une dernière transformation de la formule (2) qui 
s'opère immédiatement, et dont nous aurons à tirer parti plus loin. 
Supposons de nouveau la fonction f{z) holomorphe sur C et à 
l'intérieur de ce contour. Il en sera alors de même de sa fonction 
intégrale F(g), et, en intégrant par parties, on pourra donc écrire 
la formule dont il s'agit sous la forme 



n 



2/(^> = ïiii(inrby^(^)''- 



m 



Admettons, en particulier, que les trois dernières conditions de 
la page 67 soient vérifiées pour la fonction F(>3), et choisissons le 
contour C comme au n" 27. En observant que le module de sin-n^ 

se comporte asymptotiquement comme l'expression -<»^l^' sur toute 

droite parallèle à l'axe imaginaire, on s'assure qu'il est permis de 
faire tendre successivement et /i vers l'infini, dans l'égalité ci- 
dessus, et Ton obtient ainsi la formule 



a-i-i 90 



<vni) 2;/(»=-i^-jr_,.^ (iî^y^^^)''^' 

m 

a étant un nombre quelconque compris entre m — i et m, 

34. Passons à la formule ( 3 ) et indiquons-en rapidement quelques 
transformations, analogues à celles que nous avons fait subir plus 
haut à la formule (2). 

Admettons que la fonction f{z) est holomorphe dans la 
bande a ^ t ^ ^ et que V égalité 

(A,) lim e-T^U^ f {1 -\- it) = o 

t=±9> 

a lieu uniformément pour x^'z^p. 

En choisissant le contour C comme au n** 27, la formule (3) 
est alors applicable quel que soit 5, et devient pour S = 00 : 



n 



2(-0V(v) 

(IX) / m 

= _L, lim / -^JL^f(z)dz^ ..JL^f(^z)dz\. 



L. 
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Sî l'on pose 
d'où 

(17) ( 

et d'autre part, en se servant toujours de la notation (12), page 58, 
(18) . Qi(t,0=/>(^,OXi(t,o + ^('^, O^iC*^, 0, 

on pourra écrire (IX) sous la forme 



n 



(IX') ^{-iyf{^) = ^J [Qi(P,0-Qi(«,0]'/<- 



m 



Resserrons les hypothèses, en supposant que les conditions 
énoncées ci-dessus sont vérifiées quelque grand que soit p, et 
que la fonction f{z) est assujettie à lacondition 



+ 00 



(B,) lim / tf-«i'J|/(xH-tO|rfr = o. 

On pourra alors faire croître indéfiniment le nombre n dans les 
formules ci-dessus, et l'on trouve ainsi 

tn 

Lorsque a = m — - ou ^ = n-\- -» les formules précédentes 
prennent un aspect plus simple, à cause de la relation 

(.9) Q.(v+i)=(-.)v x;_,/ . 

D'autres modifications de ces formules s'obtiennent en faisant 
coïncider a ou p avec l'une des limites (6). Ainsi la formule (IX) 
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devient, pour a = m, jS == /?, 

y (_ .)v/(v) = (- 1)"./^ + (- 0-^ 

(XI) < « 

C (- i)" q{m, t) - (- 1)" q{n, t) _,, 



et la formule (X), pour m = i , a = o, 

(XII) 2(_,)-/(v)= i/(o)-H./"|i^ 



En adoptant les notations du n° 27, on pourra écrire la for- 
mule (3) sous la forme suivante : 



2(-.-/(.. =£.;^^i^ -£ 






m 



«rP*" "" *^«rP 



la fonction /{z) étant toujours supposée holomorphe à l'intérieur 
du contour G. Substituons respectivement dans les deux inté- 
grales 



■z g— 1K-3 J^ 



g—îlLIZiZ 

(lV-»-l)7U*Z_| , 




gWZ Q-lUZ J^ qTUz Q-'Kiz* 



nous obtenons une' formule qui nous sera utile plus loin : 

<20) 2^""'^''-^^^^^*27 /(•^)C0S(2V-i-l)lîTÛ?X-f-Ru., 



m * 



avec 






Dans le cas où la fonction y(^), tout en étant uniforme et en 
vérifiant les autres conditions indiquées ci-dessus, présente dans 
la bande B, définie par l'inégalité a<^':<< P, un nombre fini de 
points singulier^, distincts des points m, m 4- i ? • . ., /î, on doit 
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dans les formules précédentes retrancher du second membre le 
terme ^ -^^(/(^))i comme le montre Tégalité (3). 



33. Notes historiques. — L'histoire des formules sommatoires que nous 
venons d'établir est des plus intéressantes, et montre clairement avec quelle 
difficulté les idées générales se sont fait jour dans l'Analyse. Nous pu- 
blierons ici les données que nous avons pu recueillir sur ce sujet, sans 
avoir d'ailleurs la prétention d,'être complet. 

C'est la formule (VI), page 62, qui a attiré d*abord l'attention des géo- 
mètres. Elle a été donnée en 1820 par Plana, dans un Mémoire intitulé : 
Siu^ une nouvelle expression analytique des nombres bernoulliens, 
propre à exprimer en termes finis la formule générale pour la som- 
mation des suites (Memorie délia Accademia di Torino, t. XXV, 
p. 4o3-4i8). Gomme l'indique le titre de son Mémoire, Plana avait établi 
cette formule, aussi remarquable par sa simplicité que par sa généra- 
lité, en partant de la formule sommatoire d'Ëuler, donc par un calcul 
purement formel. 

Trois ans plus tard, Abel est de son côté arrivé à cette formule très 
remarquable, en suivant identiquement la même voie que Plana. Voir la 
Note : Solution de quelques problèmes à l'aide d^ intégrales définies 
{Œuvres complètes d'Abel, édition Sylow-Lie, 1. 1, p. 1 1-27), où se trouve 
aussi (p. 27) la formule (XII) du n* 34. Dans une deuxième Note de 

l'année 1826 : L'intégrale finie ^ ç(^) exprimée par une intégrale 

définie simple {ibid., p. 34-39), Abel a donné diverses généralisations et 
une nouvelle démonstration de la formule (VI), mais cette démonstration 
n'est pas plus rigoureuse que la première. 

Seule la théorie des fonctions d'une variable complexe pouvait servir de 
fondement aux formules qui nous occupent, et, en effet, c'est Gauchv qui, 
sans connaître les travaux de Plana et d'Abel, a donné le premier une 
démonstration parfaitement exacte des formules (I) et (III), dans son 
Mémoire sur les développements .des fonctions en séries périodiques, lu 
à l'Académie le 27 février 1826 (Mémoires de l'Institut, t. VI, p. 6o3-6i2), 
Mémoire dont nous aurons à nous occuper ultérieurement. La démonstra- 
^^ tion de Gauchy, fondée sur la théorie des intégrales singulières, et qui est, 
à un certain point de vue, la plus simple qu'on puisse donner, fournit 
immédiatement ces formules sous leur forme générale; mais cependant 
Gauchy les a établies uniquement pour le cas où la somme figurant au 
premier membre se réduit à un seul terme. 

Il restait donc encore une lacune à combler, et c'est ce qu'a fait Sghaab 
dans un travail intitulé : Mémoires sur les intégrales eulériennes et sur 
la convergence d'une certaine classe de séries (Mémoires couronnés el 
Mémoires des savants étrangers publiés par l'Académie de Belgiqu/e^ 
t. XXII, 1848, p. 3-25), travail qui aurait bien mérité de ne pas ilioanibeir 
dans l'oubli. 



i 
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11 en est de même du Mémoire de Genocchi : Sulla formula somma- 
tories di Eulero et sulla teorica dei residui quadratici (Annali di 
Scienze matematiche et Jisiche, t. III, i852, p. 4o6-436), qui renferme 
des applications importantes dont nous parlerons plus loin, ainsi que 
d'un second Mémoire du même auteur : Intorno ad alcune form^ule 
sommatorie (ibid., t. VI, i855, p. 70-114), où sont précisées les conditions 
dans lesquelles sont applicables les formules de Cauchy et Schaar. 

Citons aussi deux Mémoires de moindre importance, mais ayant rapport 
au même sujet, par Tortolini : Sopra gli intégrait à differenze Jinite 
espressi per intégrait definitt {Annali di Scienze mat, et fis., t. IV, 
i853), et par Mainardi : Intorno ad una equazione di Poisson {ibid.), 

A partir de cette époque, il semble que les formules en question soient 
restées à peu près inaperçues des géomètres, jusqu'en 1889, date à laquelle 
Kronegker est revenu sur le sujet dans son Mémoire : Bemerkungen ûber 
die Darstellung von Reihen durch Intégrale {Journal de Crelle, 1. 105, 
p. 345-354), en prenant pour point de départ les Mémoires d'Abel, et sans 
connaître ni celui de Cauchy, ni ceux de Schaar et de Genocchi. 

De son côté, M. Petersen a donné une démonstration et diverses appli- 
cations de la formule d'Abel, dans ses Vorlesungen ûber Funktionstheorie 
(Copenhague, 1898). D'autres applications des formules sommatoires ont 
été données par Hermite et par MM. Mellin, Jensen et H. Weber, dans 
des Mémoires que nous citerons ultérieurement. 

Ayant de notre côté retrouvé les formules données ci-dessus, nous en 
avons développé de nombreuses conséquences dans un Mémoire intitulé : 
Quelques applications d'une formule sommatoire générale (Acta 
Societatis Scientiarum Fennicœ, t. XXXI, n° 3, 1902), dont un extrait 
a été publié dans le Tome XXVII des Acta Mathematica, et auquel nous 
avons beaucoup emprunté dans cet ouvrage. 



H. — Quelques applications des formules précédentes. 

36. Comme première application, faisons dans la formule (III) 
f{z) =z logZj d'où il résulte, d'après la seconde des égalités (12), 

q{z, t) = arc tang-« 

En prenant /w = i , nous trouvons ainsi 

dt 



log(i.2 n)= (/i-h - j log/i — w-hi — 2 / arc tang^ 



^ e«^i— i 






oe 



arc tang - 



dt 



n e*^^ — i 
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On a d'autre pari, par la formule de Slirlîng, 
(i) log(i.2 n)= ( /iH — ) log/i — w -+- log/Tïî -H e(n), 

e(/i) tendant vers zéro lorsque n croît indéfiniment, et, comme le 
dernier terme de l'égalité précédente jouit de la même propriété, 
on en déduit 

(•2) '""V ®''^^^"*'''^wir7 = '^oV^- 

Soit, en second lieu, y(^)=-> d'où gr(T, ^) = ^ — -^* et 

appliquons encore la formule (IH). On aura, en faisant tendre n 
vers l'infini. 



n 



lîm 

n = 00 



7 ïoff /i I = \osm -^ ^ I — — -r^T 



m 



Pour /w = I , le premier membre est, par définition, égal à la 
constante d^Euler; en la désignant par C, on aura donc 

expression due à Poisson (*). D'autre part, en ajoutant aux deux 

membres de l'éealité ci-dessus la somme i H h • • • H * 

on en déduit la formule, avantageuse pour le calcul de C : 
r. I I I 1 r"^ t dt 

G = IH h... H 1 log/?H-'2 / ■ , . ^, -;pr7 • 

Les applications qui précèdent avaient été données déjà par 
Plana et Abel, dans les Mémoires cités page 68. 

37. Faisons maintenant dans nos formulesy(^) = e~*^^, d'où 

;p(t, <) = ^-^^ cosir^, ^(x, ^) = — e-^ûuxt. 

Ceci est permis si l'on suppose x réel et positif, car les condi- 
tions de la page 5- sont alors vérifiées quels que soient a et p. 



(*) Mémoires de l'Institut de France, Année i8ii, seconde Partie, p. 228. 
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Appliquons d'abord la formule (V), page 6i , avec m = i ; il vient 
,,. I I I /•• slnxt . 

égalité due à Legendre. En développant le dernier terme suivant 
les puissances de x^ et en comparant le résultat avec l'égalité (5), 
page 32, on en déduit pour les nombres de BernouUi l'expression 

qui, sous une forme différente, avait été donnée déjà par Euler. 
C'est précisément en partant de cette expression que Plana et Abel 
avaient établi leur formule sommatoire. 

La formule (II'), page Sq, nous donne, en faisant m = i, 
o <; a < 1 7 et en multipliant les deux membres par ^«^, 



€ 

7^ 



—— = — *" ^ / ^(oL^t)s\nxtdt — 2 I X(ct, t)cosxtdt. 



En remplaçant dans cette égalité a et ^ respectivement par œ 
et ^, et en développant ensuite le second membre suivant les puis- 
sances ascendantes de z^ on en déduit, par comparaison avec l'éga- 
lité (9), page 33, pour les polynômes ©v(^) les expressions (*) 

I' ^^f^(x) =(-i)^^^k f* t^f^-iW(x, t)dt (A: = 1,2, ...), 

9,it+i(a?) = (— i)*-^H4A:-t-2) / t^^X(x,t)dt (Â: = o,i,2, ...)• 

Il est facile de voir que ces expressions représentent des fonc- 
tions analytiques holomorphes de x dans la bande comprise entre 
l'axe imaginaire et la parallèle à cet axe passant par le point ;r = i . 
Comme nous avons démontré les égalités (6) pour o < ^ < i ? il 

--(*) Lorsqu'on substitue, dans les formules (6), aux expressions W(a:, t) et 
X{x, t) leurs développements 

^•(a;, t) =^e-^^^<cos2VTca?, X(a?, t) = V e-^*«*sin2vira:, 
1 1 

qui se déduisent immédiatement de Tégalité (10), page 58, on retrouve les for 
mules (11) et (i3) du n» 18. 
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en résulte, d'après le principe fondamental du prolongement ana- 
lytique, qu'elles sont vérifiées pour tout point de cette bande. 

Comme les seconds membres des égalités (6) sont des fonctions 
périodiques de x de période i, nous pouvons affirmer d'autre 
part qu'ils se confondent, pour les valeurs réelles de x^ avec les 
fonctions désignées plus haut par Ô2a(^), ^2k+%{^) {voir p. 34)- 

Passons aux formules du n® 34. En faisant dans la formule (X) 



m = I , a = -> multipliant les deux membres par e*, et rempla- 
çant X par 2/5, on en déduit 






sécz = 9. I : 7- dt. 



- ■ ^-'^^ 



Développons le second membre suivant les puissances de z et 
comparons le résultat à l'égalité (-j), page 33 ; il viendra ( ' ) 



(7) E^-l/'-^i f 



<2A dt 



*o e«'-+-e-«^ 



Pour une valeur quelconque de a comprise entre o et i , la même 
formule (X) nous donne, en multipliant par e"-^, 



e9.x 



e^ 



-=ij Xi(a, <) cosa?^ û?/ — il Wi{ciy t)sinxt dt^ 



et la comparaison de cette égalité avec l'égalité (19), page 36, con- 
duit aux expressions suivantes des polynômes yy{x) : 



I *' 



dt 

(8) . { " ^^ (A: = o, 1,2, ...). 



Les égalités (8) sont valables dans la même bande que les éga- 
lités (6) et, pour les valeurs réelles de x^ leurs seconds membres 
se confondent avec les fonctions périodiques yjk(^)j X2^+*(^)' 
définies page 37. Elles mettent d'ailleurs en évidence que, dans 



(*) Cette expression est due à Catalan {Mémoires de la Société des Sciences 
de Liège, série II, t. XII, p. iio). 
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l'intervalle o<;^<^i, le polynôme X2*(^) garde un signe inva- 
riable, à savoir celui de ( — i)*, et que X^^+i (•^) ^'j admet pas 

d'autre zéro que x = - ( * ) . 

38, En terminant ces applications, qu'il serait d'ailleurs facile 
de multiplier, nous ferons voir comment se déduisent de nos for- 
mules générales les propriétés des sommes 

(9) 2^"^"' 

v = o 

que Gauss a le premier introduites dans l'Analyse. Les nombres n 
et p sont des entiers positifs sans diviseur commun dont l'un est 
pair et l'autre impair (2). 

A cet effet, reportons-nous aux résultats établis au n® 31 ; en 

pizi 
- — a* 

faisant f(z) = e" , on aura les deux égalités : 

. pTZi / tplZ 2p1Z \ 

T, = -« " \^ — ^ A 



1( . . , 



1 — T/ 



Cette dernière égalité montre que l'expression 

e-tpiil/|/(x-ht7) 

tend uniformément vers zéro pour o^t^/i — s, quelque petit que 
soit e, lorsque t tend vers dz 00, et que, d'autre part, le module de 
celte expression reste inférieur ou égal à l'unité pour o^t£/i, 
quel que soit /. Il en résulte que, si l'on fait dans l'égalité (16), 
page 63, \f- = p — i, a = o, jâ = /î, les intégrales prises le long des 
côtés horizontaux du contour G s'annuleront lorsque 3 croît indéfi- 
niment, de sorte qu'on pourra appliquer la formule (VII) en posant 



(*) On attribue généralemeot les formules (6) à Raabe et les formules (8) à 
llermite. Mais en fait ces formules se trouvent dans le' Mémoire de Gauchy de 
Tannée i8i4 {Œuvres, série I, t. I, p. 458-46o) et, au dire de Gauchy, elles se 
déduisent de divers résultats trouvés par Euler. 

(^) Si n et p sont tous deux impairs, la somme (9) est évidemment égale à 1. 
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Y-^= p — 1 . Comme on a d'ailleurs y(o, /) = o et/(o) — y(/i) = o, 
on trouve ainsi pour la somme (9) l'expression 

où F^(z) = e " cos2V7r5. Écrivons 



f Fy(z)dl= f Fv(x)tfx— r Fv(T)rfT. 
»/o */o •^'/i 

D'après l'égalité (3), page 4^, on aura, pour v = o, i , ...,/> — i , 

jrFv(x)rfx=-^/^eT-.\ 

et, d'autre part, on conclut facilement de l'inégalité 

(II) |Fv(T + iOl<e"~^''''~'"^ (^>o), 

qui se vérifie immédiatement, qu'on pourra écrire 

f"Fy,{'z)d-z = i f*Fy{n-h it) dt = - f" e~~^ ^'"^^^ (e»v7c/ ^ e-îvn/) dt. 

En effet, le théorème fondamental de Cauchy nous donne, en dési- 
gnant par n' et 8 des nombres positifs dont n''^ n^ 

/«' x»Ô >,/!' ^ô 

Fv(t)c?t = f / Fv(n-hi/)c?^+ / F^{i:^ih)d-z — i f Fy{n'-hit)dty 
*/0 *^n *^0 

et comme l'on a /?t — v/i > o pour t^ n, v ayant l'une quelconque 
des valeurs 0,1,...,/? — i , il résulte de l'inégalité (i i) que, lors- 
qu'on fait tendre d'abord S et ensuite n' vers l'infini, les deux der- 
niers termes du second membre s'évanouiront successivement, de 
sorte qu'on obtiendra bien l'égalité voulue. 

Par conséquent la somme des deux premiers termes de l'ex- 
pression (10) peut se mettre sous la forme 



e* 



v/ia-i'-^^-j-r- -""(^'s^)*' 
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de sorte que l'expression elle-même devient 

e " dt. 



VM^2'--1-X 



Vrrl 

Or on a, d'après Fégalité (2), page 44 > 



•2 V /> 2 V /> 







et nous arrivons donc finalement à cette relation remarquable 

v=o v=o 

qui est due à Schaar ('), et d'où l'on déduit immédiatement, pour 
/> = 2, le résultat de Gauss : 

" — * •Tri 
V=0 



n élant un entier positif impair (2). 



III. — La formule sommatoire d'Euler et autres 

formules analogues, 

39. Les applications qui précèdent ont déjà montré l'utilité des 
formules sommatoires établies plus haut, et les Chapitres suivants 
en feront encore ressortir l'importance pour le prolongement et 
pour l'étude asymptotique des fonctions. S'il s'agit de calculs numé- 



( ^) Mém. cour, et autres Mém, publiés par V Académie de Belgique, t. XXIV 
et XXV. Dans le premier des Mémoires cités page 69, Genocchi avait déduit des 
formules sommatoires la relation de Schaar et d'autres relations plus générales du 
même genre, mais son raisonnement n'est pas rigoureux. Voir aussi un Mémoire 
de M. Landsberg : Zur Théorie der Gauss* schen Summen und der linearen 
Transformationen der Thetafunctionen {Journal de C relie, t. 111, 1893 ). 

(^) C'est Kronecker qui le premier a établi rigoureusement cette formule à 
Taide du calcul des résidus {Journal de Crelle, t. 105, p. 267). Voir aussi un 
Mémoire de M. H. Weber : Ueber Abel's Summation endlicher Differenzen- 
reihen {Acta Mathematica, t. XXVI [). 
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riques, il est cependant préférable de transformer ces formules, en 
développant en séries les intégrales définies qu'elles renferment. 
Il est vrai que les séries que l'on obtient ainsi sont pour la plu- 
part divergentes, de sorte qu'elles ne sauraient fournir une approxi- 
mation indéfinie. Mais, en revanche, elles jouissent souvent de 
cette propriété intéressante, et qui pour le calcul est précisément la 
plus importante, à savoir que leurs termes successifs, ainsi que 
leur reste, commencent par décroître rapidement, d'où il résulte 
qu'on pourra souvent atteindre une grande précision en ne calcu- 
lant qu'un petit nombre de termes. 

Les séries en question s'obtiennent en développant dans les for- 
mules générales les expressions /?(t, t) et q{'z^ t) suivant les puis- 
sances ascendantes de t. On a généralement par le théorème de 
Taylor, en supposant la fonction F(^) (réelle ou imaginaire) con- 
tinue ainsi que ses [jl premières dérivées, 

¥(t) = F(o) + F'(o) -f +. . .+ Ft!t-«'(o)r- -^ + Rpi, 



avec 



Or on conclut des égalités (12), page 58, lorsque v est pair, 

DÏ')/>(T, o) = (- i)*"/v)(x), DS^'y(T, o) = o, 
et, pour V i7n/?a«/% 

D7)/>(x, o) = o, lyTqi-^. o) = (-i)Vyiv)(^), 

et, par suite, en appliquant aux expressions /?(t, /), q{'z^ t) l'éga- 
lité ci-dessus, avec ^= 2,k ou jji = 2A'-h-i, on trouve : 

i(y, t) =/'(^)« -/-(x)!? +...+(- .)*-«/»*-" (X) j^^^ + î.*+i(x, t), 

Piki'^1 1) et g's*+) (t, t) désignant respectivement les expressions 
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et 

En substituant maintenant à /?(t, /) et gr(T, ^) les développe- 
ments qu'on vient d'écrire, on trouve successivement, d'après 
l'égalité (5), page 71, 



2 





^ 2A: (2A: — I)! ^^ e*^^ — i 

d'après l'égalité (i3), page Sg, et les égalités (6), page 71, 



2 





formule qui, pour t = v H — » en vertu des égalités (i4)î P^g'C Sq? 
et (17), page 36, se réduit à la suivante : 
f q(x,t)dt _ Bi Bi /-(x) 

^' '^ 2Â-(2it — I)! ^V, e>«M-i ' 
d'après les égalités (i8), page 66, et (8), page 72, 

Q.(T,orf< = x»(^)/(^)-x.(^)-4r+----x«A-i(^> (^;^_,^, 



et enfiû, d'après l'égalité (7), page 72, 

«Jf^ i«:irF5î = âL ••'^(^)-T"^^••• 
^*- '^ 4*-' (2/t — a)!j Vo et'+e-«" 

40. En substituant les développements ci-dessus dans les for- 
mules établies dans la première section de ce Chapitre, on en déduit 
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diverses formules sommaloires connues. Ainsi les formules (IH)? 
page 61, et (F), page Sg, donnent respectivement : 



« n 



(l) < "* 



v = i 
n 



1 
et, en faisant (x.= m » p = n -\ — (voir p. 36), 



«• ./H-- 



2/^)=/ //(^)^^ 



(3) ' '" 



4- > (— i)^ -^ ^^ ^^ -r^ — =^— 1 ^ ^ -4- R. 



i 
La formule (IX'), page 66, nous donne : 



m 



et en particulier, pour 7. = m — -> p =. n -{- - 9 



n 



2(-')V(v) 

_ I ^' Ev (- i)«/av)(« + }) + (-!)'" /"v'(m - i) 



Enfin, en faisant tendre a vers m et ^ vers ai dans (4), ou bien 
en utilisant la formule (XI), page 67, on trouve 



n 



2(~i)V(v)= i [(-i)'V('^) + (-OV('^)] 

^^ '2V (2V — 1): 
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D'autres formules encore pourraient se déduire de L'égalité (20), 
page 67, et des égalités (16) et (VIT), page 63 (•). 

L'égalité (i) constitue la célèbre formule sommatoire découverte 
par Euler et Mac-Laurin (2); la formule (6) a été donnée par 
Boole, la formule (2) par Sonin et Hermite ('), la formule (4) par 
Hermite (*). 

Les résultats du n** 39 fournissent immédiatement l'expression 
exacte du reste R dans les formules précédentes, et permettent 
facilement d'en calculer une limite supérieure. 

Supposons, par exemple, qu'on ait, pour toute valeur réelle 

|/(l*)(x + tO|<M(,(T), 

M||.(t) étant une quantité positive qui dépendra, en général, de t 
et de [JL ; il en résulte 



(2A:-hi)! 



En se servant des égalités (5), page 71, et (7), page 72, on en 
déduit pour le reste de la formule d'Euler (i) l'inégalité 

«t, pour le reste de la formule (5), 

* 

Dans le cas où la fonction /(z) admet des points singuliers à 
l'intérieur de la bande a << t <; p, les formules ci-dessus doivent 
être modifiées comme il a été dit aux n°^ 32 et 34. 



(') La formule qui se déduit de (VII) en y développant le dernier terme en 
série, a été remarquée par Kronecker ( Sitzungsberichte der Akademie zu Berlin, 
i885, p. 862). 

(^) Des applications de la formule (III) à la formule d'Ëuler ont été indiquées 
successivement par Schaar, Genocchi et Petersen dans leurs travaux cités au n* 35. 
Voir aussi p. 17-23 de notre Mémoire. 

(^) Journal de Crelle, t. 116, p. i33-i56. 

{*) Jbid., p. 145. 
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41. Les expressions trouvées ci-dessus pour le reste de la for- 
mule d'Euler et des formules analogues sont différentes de celles 
qu'on rencontre dans les théories élémentaires de ces formules. 
Mais nous allons voir que ces dernières expressions se rattachent 
encore tout naturellement à nos résultats généraux. 

Reprenons, à cet effet, la formule (i6), page 63, en y faisant 
croître indéfiniment le nombre [x. Les deux derniers termes ten- 
dront évidemment vers zéro, de sorte qu'on obtient 



n 



(-) 2^f{^n = j f{z) dr.-^%2^ j /(x)cos2v7r:rfT. 



m 



On a, d'ailleurs, en intégrant par parties, 

^, Q.sin2V7rÊ ^. . si n 2 vira C j^,, sin2v'irc , 

et, en se servant de l'égalité (i4)î P^^g^ 35, on pourra donc écrire 
l'équation (7) sous la forme 



n 



? r^ 



Cependant cette dernière conclusion demande quelque précau- 
tion, car nous y avons supposé tacitement que l'expression 



(9) 



P 



fJn.r9.(^)d-.^£f'(.)'^'J^d. 



s'annule pour k = oo, ce qui n'est nullement évident, puisque la 
série qui définit ©< (t) ne converge pas uniformément entre les 
limites d'intégration. Notre conclusion n'en est pas moins exacte, 
car il résulte des remarques faites page 35 que le module de la 
somme 



- . V V^ sin2v 



2 vire 



reste inférieur à une quantité finie M pour toute valeur de A* et 
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pour tout pointxde l'Intervalle a^T^p, et d'autre part que, ayant 
exclu de cet intervalle, de part et d'autre de chacun des. points 
/?î, m H- I, .. ., 72, un segment de longueur e aussi petite qu'on 
voudra, on pourra choisir l'entier k assez grand pour que, dans le 
reste de l'intervalle, la somme en question soit numériquement 
inférieure à tout nombre tj fixé d'avance. Dans ces conditions, la 
valeur absolue de l'expression (9) sera donc inférieure au produit 
de y\{^ — a) -|- 2eM(/i — m + i) par le maximum de |/'(t)| 
dans l'intervalle a^T^P, d'où l'on conclut que cette expression 
s'annule effectivement pour k = œ. 

A l'aide des relations [voir l'égalité (16) page 36] 

?,;h_i('^) = (^'-5-0?v(t:) (v = I, 2, ...), 

on trouve successivement, en intégrant par parties, 

et ainsi de suite ; de l'égalité (8) on peut donc tirer la suivante : 



ou 



C'est la formule (2), avec une nouvelle expression du reste. 

Faisons maintenant tendre a vers m et ^ vers n. Les expres- 
sions ^i(a) et^i(P) tendront respectivement vers - et vers — ' > 
de sorte que l'égalité (8) devient 

n 

(") y/(-')= f /(^)''-+^f/(''0+/(n)]-^ r%,(T)/'(-)rfx, 



m 



et d'autre part, en vertu des propriétés des fonctions cpv('w) démon- 
trées page 3(3, l'égalité (10) se réduira à la formule d'Euler avec 

L. 6 



^2 cuAPiTJie m» 

cette iiiowvelle expression du reste, due à Poisson : 

En intégrant par parties, on obtient d'abord 

■ 

puis, en observant que ©2A+i ('^) = ' \tîl ' o ' 

expression due à Jacobi. 

Pour a = /n > p = n-^--» l'égalité (lo) nous donne la for- 

mule (3) avec le reste 



'^ = (ÏF!r7)T/T^^^*^^^-^^'""(^>^^^ 



m-- 



Ces transformations s'appliquent également à la formule (20), 
page 67. Ainsi l'on en déduit, en faisant croître [jl vers l'infini, 

(l3) ^(- ly A^) = -i^ f /(x)COS(2V+l)7CTd-C, 

m * 

puis, en intégrant par parties et utilisant l'égalité (21), page 3^, 

En transformant le dernier terme de cette égalité à Taide des 
relations (22), page 3 7, on retrouve la formule (4) avec 

expression due à Hermite. En faisant tendre a vers m, p vers n 
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(vair p. 37), on en déduit la formule (6) de Boole avec le resie 

donné par M. Darboux (*). D'autre part, en faisant 0L = m , 

P = /i H — * on retrouve la formule (5) avec une nouvelle exprès- 

sion du reste. 

Le raisonnement qui nous a fourni les égalités (8) et (i4) siiip- 
pose essentiellement que la fonction f(z) est holomorpli^e sur le 
segment a ^T^^ de l'axe réel. Cette condition est d'ailleurs suffi- 
sante, car, en ta supposant véri£ée, on pourra prendre la hauteur 
du rectangle C, qui nous a servi de contour d'inté^ation, assez 
petite pour quey*(z) soit holomorphe à l'intérieur et sur le contour 
de ce rectangle, d'où il résulte que les égalités (i6), page 63, 
et (20), page 67, et par conséquent aussi les égalités (8) et (ï4)? 
seront valables. 

Mais, une fois établies les égalités (8) et (i4)? on constate 
immédiatement qu'elles subsistent dès que /(z) et /'(t) sont 
finis et continus pour a^T^p (^). En effet, on trouve en inté- 
grant (voir page 35) : 

f^^ f i(^)/(^) d^=i [/(v) +/( V -^ I)] -y '^ /Ct) dz. 

Faisons ici successivement yi=: m, m + i , . . . , /i — i et ajoutons 
les résultats : nous aurons l'égalité (i i), et les égalités (8) et (i4)se 
vérifient de la même manière. 

Or nous venons de voir que les formules sommatoires (i) à (6), 
avec les expressions du reste R données ci-dessus, se déduisent 
des égalités (8) et (i4) par de simples intégrations. Nous pouvons 
donc affirmer que chacune des formules en question est valable 
dès que la fonction /(t) et ses dérivées, jusqu'à l'ordre le plus 
élevé qui y figure, sont finies et continues pour a^T^ p. 



(^) Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable 
{Journal de Mathématiques, 3« série, t. II, 1876). 

(' ) Il en résulte, d'après le raisoaneinent de la page 80, que les formules ( 7 ) 
et (i3) subsistent également sous la condition indiquée* 
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42. En faisant dans la formule ('j) m = n = o^ aL=: — a:, 
P= I — jrjf(z)=^F(Z'\-x)j et en supposant d'ailleurs o<a:<;i , 
on en déduit 

(i5) F(a7) = / F(t) û?x -h 2^ / F(t)cos2vtc('u — a?)û?T. 

C'est /(? développement de Fouvier qui, d'après la remarque 
faite en bas de la page 83, se trouve ainsi établi en supposant F(a:) 
et F'(j?) finis et continus pour o ^ ^ ^ i ( * ). 

Indiquons encore la méthode par laquelle Cauchy a établi ce 
développement dans son Mémoire de 1 826 (-), cité page 68, et qui, 
dans bien des cas, permet d'en calculer les coefficients avec une 
grande facilité. Nous admettrons les hypothèses suivantes : 

i** F(s) est une fonction analytique de la variable z ^ 'z-\-it 
qui est holomorphe dans la. bande o £ t ^ i ; 

2^ V égalité lim e~^'^^^^¥{y -\- it)=^o a lieu uniformément 

pour o£t^i. 

Ceci posé, reprenons la formule (8), page 56, en choisissant le 
contour C comme il a été dit, et en faisant les mêmes substitutions 
que ci- dessus dans la formule (7), et, en outre, les substitu- 
tions (i5) de la page 62. Lorsqu'on fait tendre 5 vers l'infini, les 
intégrales prises suivant les côtés horizontaux du contour C s'éva- 
nouiront, en vertu de la condition 2". D'autre part, les termes e^^^^*^ 
et g-2v7w*r qui figurent dans les expressions (i5) donneront nais- 
sance à quatre intégrales, dont la somme se réduit à la partie 



(') Lorsque ¥{x) présente une discontinuité au poiat j;, le premier membre 
de l'égalité (i5) sera remplacé par lim - [F(a7 — s) -h F(a7 -t- e)], ce iqu'on 

E = 2 

conclut encore facilement du calcul indiqué à la fin du n° 41. 

L'égalité (i3) conduit à une autre forme du développement de Fourier. 

(^) Le raisonnement de Cauchy dans ce Mémoire très condensé est assez 
embrouillé en ce qui concerne la convergence du développement de Fourier, cl 
les critiques que lui a adressées Dirichlet dans son célèbre Mém lire : Sur la 
convergence des séries trigonométriques qui servent à représenter une fonction, 
arbitraire entre des limites données {Journal de C relie, t. 4, 1829) sont, sans 
contredit, parfaitement justes; Cependant le Mémoire de Cauchy renferme tous 
les éléments d'une démonstration exacte, telle que nous la présentons ici, et il 
est curieux que Dirichlet ne s'en soit pas aperçu. 
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réelle de l'expression 



i r * e-«vîi«x-//) [ F ( iV ) — F ( i-H t7)J dt, 



21 



OU bien, en posant F(T=h it)=p('z, t)± iq{'z^ t), et 

( Av= ij e-^^'^^[q(i,t)-q{o,t)\dt, 

y 

U 

Av cosavirx H- Bv sinavira;. 

En somme, on trouvera donc 

H- 

F ( a? ) = A -i- ^ ( Av cos -2 VIT ar -h Bv sin 2 VIT a? ) H- R|jL, 

1 

oii Ao= / F(t) rfT, et où le terme-reste K^ est égal à la partie 
réelle de l'expression 



21 



^ iiîsi5J7zrJF('0-F('-*-'0]'/'. 

Or Rjx s'annule évidemment pour [jl = oo, de sorte qu'on obtient ( ' ) 

(17) F(a7) = Ao-t-^(AvCosavjra7-i- Bv sin2V7:rF) (o<a7<i). 

1 

Soit comme premier exemple F(-3) = log(sin7rz). En tenant 
compte de la note ci-dessous, on s'assure immédiatement que les 
résultats précédents sont applicables. Or on a dans l'hypothèse 
actuelle F(i -f- it) — F(f7) = — izi (voir p. 49)j et par suite 

Il en résulte, d^'après (i6), Av= > Bv=o, et comme l'on a 



(') Ces résultats restent encore valables si la fonction F(z), tout en vérifiant 
les autres conditions énoncées ci-dessus, devient infinie pour ^ = o ou pour z = i 
d'un ordre inférieur à un, ce qu'on démontre facilement par un raisonnement 
analogue à celui du n<> 29. 
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d'ailleurs, d'après la page 5o, Ao = — log 2, F égalité (17) devient 

00 

(18) log(simca:) = — loga— ^ • 

1 

Faisons en second lieu F(^) =logr(5), hypothèse dans laquelle 
les résultats précédents seront encore applicables, ainsi qu'il résulte 
des propriétés de r(^) démontrées au Chapitre IV. 

L'égalité r(iH-^)=:^r(^) nous donne 



d'où 



F(i -H it) — F(it) = \ogit = \ogt -h — , 



mm 



et, par suite, 



La valeur de By s'obtient en diCRérentiant l'égalité 


par rapport à e, ce qui donne 

I e-ïvirf^Elogfe/^ = r'(n-e)(2V7c )-(»-*-«'— r(i-4-e}('2V7r)-ti+eMog(2vit), 

et en faisant ensuite tendre e vers zéro. Comme on a r(i)=i, 
r'(i) = — C, on trouve ainsi 

<2 -hlog(2VIc) 
Dv == • 



VtC 



Nous montrerons d'ailleurs plus loin (p. 90) que Ao=logy/2'7c, 
et, en tenant compte du résultat (18) ci-dessus et de l'égalité (i3), 
page 35, nous aurons finalement le développement dû à Kùmmer : 

logr(:r) = logv/âïr — (G + logait) (x j 

I , / . . I v^ logv . 
log(2 sinTuîF) H — y — 2_sm2Vicar. 



1 



CHAPITRE IV. 

LES FONCTIONS r{x), Ç(*), ;(*, w). 



I. — Expressions disperses de logr(;r) et de ses dérivées 

sous forme d'intégrales définies.. 

43» Pour déduire ces expressions des formules géaé^ales établies 
au Chapitre précédent^ nous allons nous servir de Tégalité 



Nous devons donc substituer dans nos formules 
d'où il résulte, d'après les égalités (12), page 58, 



Admettons que la partie réelle de la variable x est positive. 
Les trois dernières conditions énoncées à la page 5 7 seront alors 
vérifiées dans le demi-plan t^o, de sorte qu'on pourra appliquer 
la formule (IV), page 61 , en y faisant m = o. On trouve ainsi 

I I . /•* « dt 



Di?)logr(^) = i^jlj+4^/ 



f*«*i> 



(07*-+- ^«)* e*«<— i 
puis, en intégrant et en désignant par K la constante d'intégration, 



I r t dt 



dt 
9 
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et, par une deuxième intégration, 



1^ 



(3) logr(ir) z= K'-hKx-h Ix— - \ logo?— x -^ J(a:), 

K' désignant une nouvelle constante et J(^) l'expression 

r* t di 

(4) . J(a7) = '2 / arclang- 






X e"^' — I 



qu'on peut écrire encore, en intégrant par parties, 

Les valeurs des constantes K et ¥J s'obtiennent immédiatement 
en rapprochant (3) de l'égalité (i) de la page 70. Mais, si l'on ne 
veut pas se servir de cette dernière égalité, on arrivera encore faci- 
lement à déterminer K et K' en s'appuyant sur les propriétés bien 
connues de la fonction T{x) qui s'expriment par les équations 

• ♦ • 

(5) V{x^\) = xT{x), T(x)T{i—x)= -"^ 



s\mzx 



En effet, si l'on retranche l'égalité (3) de celle qu'on en déduit 
en changeant x en x -\- \ ^ on trouve, en vertu de la première pro- 
priété, 

(K— l)H- Ix-^ J log( IH j -r- J(a7-|- l) — }{X) = O. 

Or, lorsque x croît indéfiniment, les deux derniers termes s'éva- 
nouiront, tandis que "le second terme tendra vers 1. Donc R r= o. 

D'après la seconde propriété, on aura, pour ^ = — h «w. 



2 



T[ - '\-iu]V{ lu] = — -— , 

\2 • / \2 / i-f-e-««" 

d'où résulte l'égalité 

Partie réelle de logr| — h m] = log/^Tr h£(w) (*), 

dont s'est déjà servi Stieltjes pour une* question analogue (-). * 



(') Pour la notation e(M), voir la note de la page 49- 

(') Sur le développement de logr(a) {Journal de Liouville, t. V, 1889). 
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Faisons d'autre part x= — [- iu dans l'égalité (3). Un calcul 
élémentaire donne 

Partie réelle de (^r J Iogir = — u arc tangua = 1 h e(M), 

et comme d'ailleurs, d'après l'égalité (4'), J(--|-«wj s'annule 
pour w = 00 (•), on aura 

Partie réelle de logr( - -4-tw] = K' h e(a). 

La comparaison de cetle expression avec la précédente donne 

et, par suite, on aura en définitive (^) 



(C) 



logr(ir) = log/2'7r -t- (ir j loga? — a? -+- J(ar), 



(7) D^logr(;r) = loga7-.— -I-J'(;r). 



On peut écrire (6) sous la forme asymptotique 



(8) 



logr(iF) = log/air -h (x j loga?— x -^ e{x), 



et, en remplaçant x par x -i- ^, on en déduit aisément 



(9) 



logr(ir-i- J) = logv^^27:-h (x-+-^ ] loga? — x -\-z{x). 



( * ) Ëa effet, oa a 

pour loute valeur t et, d'autre part, 

\x'-i't^\> — pour «^<-7' 

d'où l'on déduit aisément la proposition énoncée. 

(') La formule (7) est due à Poisson (Mémoires de V Institut, Année 181 1, 
seconde Partie, p. 221). — Voir aussi Lbqendre, Exercices de Calcul intégral^ 
5* Partie, p. 190. C'est Sghaar qui a le premier appliqué la formule (IV) à 
l'étude de la fonction T{x), dans le Mémoire cité à la page 68. 
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A l'aide de (8) nous allons calculer V intégrale de Raabe 






En Intégrant le second membre de cette égalité (8), il vient 

R(i?) = logv^aïc -h sf logp — p -4- £(*>). 
Mais, d'autre part, on a 

R'(ç^) = iogr(p -f- 1) — logr(p) = logi?, 

d'où il résulte, en intégrant et désignant par K une constante, 

R(p) = K -4- p logp — p. 

La comparaison de ces e:Kpressions donne K = logy/2 7t, t{v)^Oj 
et, par suite, 

f logr(a7)c?j: = logv/âï: -f- P logp — P. 

Pour p := o, cette expression se réduit à logy/ait (c/. p. 86). 

44. Pour établir l'égalité (6), nous avons dû supposer la partie 
réelle de la variable x positive, et, en effet, il est aisé de voir que 
l'axe imaginaire constitue une coupure pour l'intégrale J(^), de 
sorte que celle-ci représente des fonctions analytiques distinctes à 
droite et à gauche de cet axe (*). Pour mieux fixer, nous convien- 
drons de désigner ces fonctions respectivement par i^{x) et J_(^). 



( * ) C/. deux Mémoires de Hermite insérés dans les Tomes 91 et 92 du Journal 
de C relie. La notion de coupure était d'ailleurs familière à Gauchy, qui en avait 
rencontré des exemples dès ses premières recherches sur les intégrales définies. 
Voir, par exemple, Œuvres, série II, t. VI, 1826, p. 271, où Gauchy démontre que 
rintégrale 

""/{e^ndp 



f 



-u ^-ser^f 



est égale & ait /(s) ou à o, suivant que |«|<i ou |*|>i. On trouve des 
réflexions générales relatives à ce sujet dans le Mémoire sur les fonctions 
continues {Œuvres, série I, t. VIII, i844» p. i45-i6o) et dans le Mémoire sur 
diverses propriétés remarquables et très générales des fonctions continues 
{Ibid.,i.lX, 1845, p. 32-53). 
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Cherchons la différence des valeurs que prennent ces deux fonc- 
tions en un point j/ situé sur Taxe imaginaire positif. L'expression 



?(^*)=i^;rj7î'*'s(7r:7rîi;) 



sur laquelle porte l^intégrale J(^), admet les points t=i±ix 
comme pôles du premier ordre. Lorsque la différence x — a/ tend 
vers zéro, sa partie réelle restant positive, le pôle t = — ix viendra, 
du côté inférieur de l'axe réel, se confondre avec le point — ix' de 
cet axe, de sorte que l'intégrale J(^) n'aura plus de sens. Mais, 
pour remédier à cet inconvénient, il suffit de déformer le chemin 
d'int^;ration dans J(x) de manière à éviter le point singulier en 
question ; par exemple, en remplaçant un petit segment ac de l'axe 
réel, renfermant le point — ix', par un demi-cercle ab^ c tournant 
la convexité vers le haut, comme l'indique la figure ci-dessous. La 




valeur que prend la fonction J+(^) au point x' sera alors repré- 
sentée par l'intégrale / f (^5 ^') dt prise suivant le chemin oabx cco 

et, par un raisonnement analogue, on montre que la valeur J-.(^) 
est égale à cette même intégrale étendue au chemin symé- 
trique oab^cco. Donc la différence J+(a:')-^J_(a?') s'exprime par 

rîntégrale f ^{t^ x') dt prise le long du contour fermé ab^cb2Ci^ 

intégrale qui est égale au produit de — 2 irt par le résidu de cp(^, x') 
relatif au pôle / = — w?', c'est-à-dire à — log(i — e^"'^). 
On aura donc, pour tout point de l'axe imaginaire positif, 

K{x) = }^{x) - log(i — e^'^i'), 

et il en résulte, d'après le principe établi au n® 9, que l'expression 
J(^) — log(i — e^'^'^) fournit le prolongement analytique de la 
fonction J+(^) au delà de cette droite. On démontre de même que 
le prolongement de J-{.{op) au delà de la partie négative de l'axe ima- 
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ginaire est donne par l'expression J(^) — log(i — e~^^'^) et, en 
fin de compte, nous arrivons donc à cette conclusion que, dans le 
cas où la partie réelle de la variable x est négative j la for- 
mule (6) doit être remplacée par la suivante : 

(10) logr(iF) = l'og/aTT-h ix j logar — rp-h J(a7) — log(i — e**^'^), 

oîi Von doit choisir, dans le dernier terme ^ le signe -\- ou le 
signe — , suivant que le point x se trouve au-dessus ou au- 
dessous de Vaxe réel (* ). 

Mais il existe une autre méthode beaucoup plus directe pour 
effectuer le prolongement de la fonction i^{x). En effet, il suffit 
d'appliquer à l'intégrale J(^) le procédé bien connu qui consiste 
à faire tourner d'un angle convenable la droite qui sert de chemin 
d'intégration (2), procédé dont nous aurons encore à faire un 
usage étendu au dernier Chapitre de cet ouvrage. 

Désignons par i^{x) l'intégrale / ©(^, x)dt^ prise de o à 00 le 

long du rayon D^ qui forme l'angle «J» avec l'axe réel positif, et 

supposons d'ailleurs — 7 < ^ < -• Lorsque le point t décrit le 

rayon D^, les deux seuls points singuliers zi= it de l'expression 
_^{t,x)j considérée comme fonction de x^ resteront sur la droite 
perpendiculaire à D^ et passant par l'origine. Dans chacun des 
demi-plans situés de part et d'autre de cette droite, 3^{x) repré- 
sentera évidemment une fonction continue de x admettant une 
-dérivée continue, donc une fonction analytique holomorphe. Nous 
entendrons désormais par J^(x) celle de ces fonctions qui est 
définie dans le demi-plan renfermant l'axe réel positif, de sorte 
que, si l'on pose ^ = re'^, l'angle 9 restera compris entre les limites 

(11) ^~^<^<^-^l' 

Cela posé, je dis que }^{x) donne le prolongement analy- 
tique de J+(^) dans le domaine {\ i). Il suffit de faire voir que les 



(*) On suppose l'argument de la variable x compris entre les limites — ^ et ic. 
(^) Il semble que M. Meliin soit le premier qui ait appliqué cette idée à l'in- 
tégrale i{x) {Acta Societatis Scientiarum Fennicœ, t. XXXI, n* 2, 1902, p. 4^). 



LES FONCTIONS r(a?), ^(s), Ç(5, (v). 9^ 

deux fonctions prennent les mêmes valeurs sur l'axe réel positif. 
A cet effet, je trace de l'origine comme centre deux arcs de cercles, 
l'un ab de rayon e, l'autre AB de rayon R, et tous les deux compris 
entre l'axe réel positif et le rayon D^, comme l'indique la figure 4- 
La variable x ayant une valeur positive quelconque, l'inté- 
grale I ^(t^x) dlj étendue au contour du quadrilatère mixti- 

ligne aABéa, se réduira évidemment à zéro puisque cp(^, ^) est 

holomorphe dans tout ce domaine, quels que soient d'ailleurs s etR. 

Je fais maintenant tendre e vers zéro et R vers l'infini. Le pro- 

Fig. 4. 




duit ttf(tjX) tendant uniformément vers zéro sur chacun des 
arcs ab et AB, les intégrales relatives à ces arcs s'évanouiront à la 

limite. Donc l'intégrale j ^(t^x) dt, prise le long de l'axe réel 

positif, aura la même valeur que si l'on prend pour chemin d'inté- 
gration le rayon D^, c'est-à-dire qu'on aura i^(x)= 3^(x) pour 
toute valeur positive de x. c. q. f. d. 

45. Après cette digression, qui nous a fourni l'occasion de rap- 
peler deux méthodes générales d'un fréquent usage dans la théorie 
des fonctions, nous reviendrons à l'expression (i) et nous lui 
appliquerons la formule (II') de la page og, en y faisant m = o, 
a= — 5 (o<lS <!0* Nous trouvons ainsi, en remplaçant encore x 
par ar -f- Ç, et en supposant la partie réelle de la variable x positive, 

En intégrant, on en déduit 
D,Iog r(x + = log^ -jT" ^i^ X($, /) rf< - y" -52i_ ,I'(5, <) ./,. 

En effet, la constante d'intégration est nulle, car le second 
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membre peut s'écrire loga: + e(ar), et l'expression asymptotique 
du premier membre, d'après (7), est précisément de cette forme. 
Avant d' effectuer la seconde intégration, nous allons transformer 
les intégrales en nous servant des relations ( * ) 

(12) V(t, = D.^C-^, O, X(t, /) = D,X(t, 0, 

où 

X(t, f)= — —^ arc tang ( . , )• 

En intégrant par parties et en observant que 

.^ I / I "^ 

lIf(T,0o)=O, X(t,00) = O, X(t,0)= - (^ — -j» 

on trouve que Da;logr(a7 4- Ç) peut se mettre sous la forme 

Effectuant une nouvelle intégration, on aura maintenant 

(i3) logr(a7-t-$) = log/27t-4- ^or-f- J— - j loga? — ar H- J(a:-, ?), 

avec 

La valeur log^/ârû de la constante d'intégration s'obtient par 
comoaraison avec la formule asymptotique (9), en observant 
que J(a:, $) s'annule pour x = oo. L'expression (i3) est due à 
M. Landsberg, qui l'a trouvée par une autre voie (^). 



(*) On obtient immédiatement ces relations en observant que le quotient (10) 
de la page 58 est la dérivée de l'expression -. log(«^*'»— i), laquelle, en faisant 

z = X -h it^ peut se mettre sous la forme i[v(t, /) -+- tX(T, i)]. 

( ' ) Sur un nouveau développement de la fonction gamma ( Mém, cour, et 
autres Mém. publiés par T Académie de Belgique, t. LV,.i897). 
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i6. Appliquons maintenant la formule (8), page 80, avec ni=o^ 
0L^e= — $ (o<$<0> remplaçons x par x -4- $ et faisons tendre n 

vers rinfini. En observant que Ç| (-i- Ç)= ç, on trouve 

(.5) D-.ogr(.-.î) = l-iZi_.^-^.^il|)^. 

puis, €11 intégrant et déterminant la constante comme plus haut, 

(.6) D.iogr(.-HO=io6x+-^-^jr" j;(->;^;^, . 

Je dis que le dernier terme est la dérivée de l'expression 

On le vérifie immédiatement, en admettant que cette expression 

ait un sens. Or il en est bien ainsi, car l'égalité «p (t) = t — v — - > 
qui a lieu pour v <; t <! v + i (voir p. 35), nous donne 

et le développement du second membre suivant les puissances 
descendantes de x 4- v commence par un terme en {x -f- v)~^. On 
en conclut encore que l'expression (i-j) s'annule pour a: = 00. 

On trouve dès lors, en intégrant l'égalité (16) et en tenant compte 
de la formule asymptotique (9), 

(19) logr(a7-+-0 = log/2Ï-t-(^a7-h$ — ijlogar — â?— r ,3lJ^^, 

et, en se reportant à l'égalité (i3) ci-dessus, on en conclut que 
l'intégrale (17) fournit une nouvelle expression de J(x, Ç). 

Il résulte des remarques faites page 83 que l'égalité (i5) a lieu 
pour toute valeur x telle que la fonction (2) et sa dérivée pre- 
mière, après qu'on y aura remplacé x par x -h^, soient finies et 
continues pour les valeurs réelles de z supérieures ou égales à — ç. 
Donc cette égalité est vérifiée clans tout le plan, excepté l'axe réel 
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négatif, et, d'après le raisonnement qui précède, il en sera de même 
des égalités (i6) et (19) ('). 

Pour i = o, l'égalité (19) nous rend la formule (6) avec cette 
nouvelle expression dé J(^) .* 

(20) J(^)=_jf"ÏL^l)rf,, 

dont s'est servi Stieltjes dans ses recherches sur la formule de Stir- 
ling (voir le Mémoire cité page 88). 

L'égalité (18) nous permet encore d'écrire 

expression due à Gudermann et qui donne le prolongement analy- 
tique dans tout le plan de la fonction .1^.(^7). 



II. — Développements asymptotiques de logr(j7). 

47. Le célèbre développement asymptotique qui sert à calculer 
logr(^) pour les grandes valeurs de x^ et qu'on appelle générale- 

(') L'expression i{Xy\) est susceptible d'autres formes, que nous indiquerons 

en quelques mots. En remplaçant,, dans (17), OiC'c) par la série (i4) (p* 35), 
on en déduit, par un raisonnement qui demande d'ailleurs quelque précaution, 

^, V^ /*" sinavTtT dx 



X 



X -hl-h'z' 



développement qui converge uniformément dans toute aire finie n'ayant aucun 
point commun avec l'axe réel négatif. 

En remplaçant dans ce développement sin2V'7CT par des exponentielles et en 
utilisant la notation 

on arrive, après des réductions faciles, à cette nouvelle expression 



n 



/t = se MÊm '2 VTç L 



n 



qui a été donnée par M. Landsberg dans le Mémoire cité page g/j. 
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ment, par extension, série de Stirling, se déduit de la formule (6) 
en y développant l'intégrale J(^) suivant les puissances descen- 
dantes de X. 

En se servant de l'expression (4') et de l'égalité (5), page 71 , on 
trouve 

avec 

On arrive au même développement en intégrant par parties 
l'expression (20), par des calculs parfaitement analogues à ceux 
de la page 81, mais le reste ih{x) se présente alors sous la forme 

Développons maintenant le reste J(^, i) de la formule (i3) sui- 
vant les puissances descendantes de x^ et, à cet effet, utilisons 
d'abord l'expression (1 4). En observant que les égalités (6) (p. 71), 
en vertu des relations (12) (p. 94), peuvent s'écrire 

on trouve immédiatement 
avec 

En intégrant par parties l'expression (17) (voir le n'* 41) on 
retrouve le développement (4) avec cette nouvelle expression du 
reste : 

2/c ./ 5 (a? 



L. 
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Le développement de J(:r, Ç) a été donné par Hermite et So- 
nin(«). 

PourÇ= -y on déduit de la formule (i3), en y remplaçant 

J(x,^) par le développement (4) et en tenant compte des éga- 
lités (17) (p. 36), 

1 

avec 

OU encore 



Ra 






Ce développement est dû à Gauss, à l'expression du reste près. 

48. Proposons-nous maintenant d'évaluer une limite supérieure 
du reste Ja(^) de la série de Stirling et, à cet effet, partons d'al)ord 
de l'expression (3). Pour abréger, nous désignerons par Tv le terme 
général de la série en question : 



Tv = (-i) 



v-l 



Bv I 



(•2V — l)2V a72V-l 



> 



de sorte que le terme qui précède immédiatement Ja(j7) s'écrit Ty;. 
Supposons d'abord x réel et positif. Comme l'expression 

P2A+2('c) * le signe de ( — i)*+* {cf. p. 36), on voit que ik{x) est 
de même signe que le terme Tk^^ , et comme d'ailleurs 

et que ik-\.\{x) et T^^^ sont de signes contraires, on en conclut 
que Ja(^) €st numériquement inférieur à T^+i. 

Soit maintenant x = re^^, l'argument étant compris entre — it 



(') Journal de C relie, Tomes 115 et 116. 
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et 7c. On aura 



I a? -f- T I* = r2 M- 2 /'T ces 6-+-T*=(r-i-T)2 — /irz sin* - 9 

et, par suite, pour t >- o, en remarquant que 4^"^ = (a* + t:)^, 

I a? -t- T I* ^ ( r -}- T )* ces* - • 

Il en résulte, d'après (3), que le module de 3k{x) est inférieur à 



2A: -h a 



/■|-ï?£?i^.*-(-îr'«">'' 



et, en tenant compte du résultat démontré ci-dessus, on trouve 
donc finalement l'inégalité due à Stieltjes : 

(A \ 2A'-4-2 
sécj |T;t+il (-'ir<Ô<7r). 

On peut atteindre des résultats plus précis en partant de l'expres- 
sion (2), ce que nous ferons voir aussi brièvement que possible. 

Lorsque t croît de o à 00, le point dont l'affixe est i H — ^ ? par- 

tant du point i , décrit une droite formant l'angle — 26 avec l'axe 
réel positif. On en conclut 



a?« 



>i 






pour 
^lsin26| pour 



4 

^^16|<-' 
4 2 



et par suite, en utilisant l'égalité (5) (p. 71), 



(6) 



\ |JA:(re'^)|<|T;t-Mj pour 



l^l^V 



\h(rei^)\< 



T/. 



A-hl 



sinab 



pour -- < G < -. 
4 ~ '^ 



Pour trouver une limite de Ja(^) dans le cas où 1 6(^ - > nous allons 
nous servir de l'égalité 

(7) 



a?* 



e27c^__i 
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qu'on vérifie immédîatemenl en développant suivant les puissances 
descendantes de x l'expression de la dérivée J'(^) qui figure dans 
la dernière formule de la page 87. En prenant pour chemin d'inté- 
gration, dans l'intégrale ci-dessus, le rayon formant avec l'axe 

réel positif un angle ^j^ compris entre et -> cette égalité sera 

valable dans le demi-plan ij <;9<[^H — » ce qu'on démontre 

en raisonnant comme à la page 98. 

Or, en faisant t = ue^^^ x = re'^, on aura, pour u > o, 



^|sin2(e-4.)|, 



il 

37* 



d'où il résulte, d'après ("j). 



|Ji(^)l< 



•2 



sin2(6 — t]/) ic**-^' 



I «/a ^ 



MÎA-h! du 



Tcucostj; £ 



En substituant Mcostp = ^, on en déduit, d'après l'égalité (5) 

(P- 70^ 

lJJt(:r)|<K4^±L 



a-u--^-j 



avec 



K = 



sin2(0 — tj;)(cos4;)*^+2 



et, par suite, en intégrant Ji,(^) depuis l'infini jusqu'au point j?, le 
long du rayon vecteur passant par ce point. 



(8) 



|JA(re'e)|<K|TA.+i|, 



résultat qui subsiste dès que les conditions |'j'|< -etlô — 'l'I^" 
sont vérifiées simultanément. 

Si l'on fait, par exemple, ^ = 9 qz y suivant que O^o, on aura 



Tz\'\ **-♦-» 



K=[séc(|0|-^)] 

3 
et l'inégalité (8) sera valable pour |0| < 71t. Jointe à la première 

des inégalités (3), elle nous donnera donc, pour [JaI, une limite 



LES FONCTIONS T(x), ^(5), Ç(5, w). lOI 

qui est plus précise que celle de Stieltjes tant que | 8 1 <; -> et qui 

se confond avec cette dernière pour ] 6 | = - • 

Mais afin d'obtenir le résultat le plus avantageux, pour un ar- 
gument donné 8, on devra évidemment choisir l'angle ^ de ma- 
nière à rendre minimum la constante K, ce qui donne la condition 

tangij^ tanga(6 — tl) =— -^^^ . 
Soit, par exemple, |8|= y; on trouve 

tang^H = 



/2Â:-h3 
d'où il résulte 

2 A- 4-3 

et, comme le second facteur de cette expression est inférieur à y/e, 
on aura, pour 8 = dz -> 

I h(^) I < ^^^^^ I T*+. I, 

limite bien plus précise que celle de Stieltjes, qui s'écrit 2*"^* |Ta+< |. 

La limite que fournit notre méthode pour 1 3/^ \ devient moins 

précise que celle de Stieltjes lorsque [ 8 1 dépasse une certaine 

valeur, supérieure à -• Mais il faut remarquer que, dès que 

1 8 I >> -} l'égalité (lo) (p. 92) conduira^ en général, à des résultats 

plus précis que l'une quelconque de ces méthodes. En effet, l'in- 
tégrale J(j7) sera toujours représentée par le développement (i), et, 
comme J/ç(x)^ — Ja( — :r) et que l'argument de — x est compris 

entre et -> on pourra appliquer à Ja(^) les résultats obtenus 

ci-dessus dans le cas où | 8 | < - • Quant au dernier terme de 
l'égalité (10), son module est inférieur à 

|Iog(î — e-2«'''sin6l)|^ 

quantité qui sera en général très petite par rapport à la limite 
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qu'on trouve pour | J* |. Il n'en serait plus ainsi si le point x était 
très près de l'axe réel négatif, mais alors on prendrait évidemment 
le parti de calculer la valeur exacte du terme en question. 



III. — Les fonctions !J(^) et Ç(5, w). 
49. La fonction ^(5) est représentée par la série 

tant que la partie réelle de la variable complexe 

est supérieure à l'unité. Sous la même condition, on aura encore 



(2) 



a?*-* dx 






' I 



ce qu'on démontre facilement en se servant de l'égalité 



i_ i_ r 



C'est en partant de l'expression (2) que Riemann (*) est arrivé, 
par une application ingénieuse du calcul des résidus, à prolonger 
1^(5) dans tout le plan et à découvrir les propriétés si intéressantes 
de cette fonction. Nous allons déduire ces mêmes propriétés des 
formules sommatoires du Chapitre précédent. 

A cet effet, posons y (2) = 5~*, d'où 

p(x,t)= (x*-f-/*) *cosf 5 arctang - j, 

q('z,t) = — (T*-f-<*) *sin f 5 arc tang- 

Les trois dernières conditions de la page 67 sont vérifiées dans 
le demi-plan t > o ; en supposant $ > i ? de sorte que la série ( i ) 



( ' ) Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze, iSSg . 
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converge, et en faisant m = i, on trouvera donc, d'après la for- 
mule (IV), page 6i, 

(3) Ç(5)=-4-- -+a/ (i-ht^) «sin(^arctangO ^a^._. ^ 

et, d'après la formule (IF), page Sg, pour a = -> 

2.V-1 /•* / I \~2 ^l 

Une autre expression de ^(s) se déduit de la formule (VIII), 
page 65. En faisant a = -> z = — \- it^ on trouve 



I - .V 



Les trois expressions ci-dessus ont été données pour la pre- 
mière fois par M. Jensen (* ). 
En partant de la relation 



('-î^)ï(*) = '-- + 



I i I 

2* 3^ 4^ 



et en appliquant la formule (X), page 66, avec m = i , a = - f on 
trouverait encore 

Il est facile de voir que les intégrales définies figurant dans les 
expressions précédentes représentent des fonctions analytiques, 
holomorphes pour toute valeur finie de 5; d'après le principe 
établi au n** 9, on peut en conclure que l'une quelconque de ces 
expressions donne le prolongement analytique de ^(s) dans tout 
le plan. Il en résulte que K(s) est une fonction uniforme dont le 
seul point singulier à distance finie est le pôle simple 5 = i de 
résidu i . 



(*) L'Intermédiaire des Mathématiciens, 1896, p. 346. 
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D'autre part, on déduit de l'égalité (3), pour s = o, 



î(o) = -i, 



puis, en retranchant des deux membres > faisant ensuite 

tendre s vers l'unité, et tenant compte de l'égalité (3), page 70, 

et enfin, en différentiant par rapport à 5, faisant 5 = o et utilisant 
l'égalité (2), page 70, 

Ç'(o)=2 / arctang/j^^^^-— — 1= — log/ait. 

50. En appliquant maintenant la formule (II), page 58, avec 
m = ij o < a << I , on obtient 



i_, ^a+.oo _,^^. a-i« ^.,^^ 



(7) ?(^) = — W .-^i^^Trzn-/ 



gtlZlZ £ 



expression qui représente encore l^(s) dans tout le plan. 

Faisons tendre a vers zéro et, pour éviter toute difficulté, sup- 
posons Ç <^ — I, de sorte que les expressions sous les signes 
intégraux restent finies à l'origine. Le premier terme de l'expres- 
sion ci-dessus s'annulera et, dans les deux autres termes, on aura 
simplement à remplacer a par o. En substituant respectivement 



Ttt TZl 



dans ces derniers termes z=:e^tetz = e ^ t, l'égalité ( 7) devient, 
après une réduction facile, 

(^) Us)='is.n -J -,^-. 

Comme le second membre de cette égalité représente une fonc- 
tion holomorphe pour Ç < o, l'égalité subsistera dans toute cette 
portion du plan, malgré l'hypothèse plus restreinte, Ç <^ — i , 
admise dans le cours de la démonstration. 

L'égalité (8)nous montre que ^(s) admet les points s= — 2, 
— 4j •••7 — 2/2, .... comme zéros du premier ordre, et, d'après 
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l'égalité (5), page 71, on en déduit d'autre part 

(9) a-('>./^-i)i = (-0"j7;; 

enfin, en substituant 2Tzt = x^ l'égalité (8) devient 

(10) l(s) = 2(2T.y'^s[n~ l""^"'^^ 



«' 



d'où il résulte, par comparaison avec l'égalité (2), 
(11) ^{s) = •2(2'ir)-^-»sin^r(i— 5)Ç(i— ^). 

C'est l'équation fonctionnelle établie par Riemann, qui joue un 
rôle fondamental dans la théorie de la fonction Ki^)- 

La formule sommatoire d'Euler et les autres formules établies 
aux n**' 39-41 conduisent également à des résultats importants 
relatifs à l'étude asymptotique de la fonction ^(s) et au calcul 
numérique de ses zéros, mais nous ne pouvons nous étendre ici 
sur cette intéressante question (* ). 

51. Considérons maintenant la fonction 

qui se réduit à J^(a) pour w= i. Nous devons substituer dans nos 
formules générales 

d'où 

p('z^t)= [(x H- tv)2-f- <2] îcos ( 5 arc tang U 

-- ( t 

q{z^ t) =— [(t -h w)'-h t^] ^sin ( s arc tang^;-; 



Z -r- W 



Si l'on suppose la partie réelle de w positive, la formule (IV), 



(*) KoiV pour cette question : Mkllin, Eine Formel fiXr den Logarithmus 
trcuiscendenter Funktionen von endlichem Gescklecht {Acta Soc. Se. Fenn.^ 
* t. XXIX, n" 4, p. 48-49); Gramm, Note sur les zéros de la fonction ^(5) de Rie- 
mann {Acta Mathematica, t. XXVII); Wirtinger, Einige Anwendungen der 
Evder-MaA^laurin' schen Sunimenformel {ibid., t. XXVI), et notre Mémoire 
cité au n<> 35. 
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page 6 1 , sera applicable et nous donnera ( ' ) 






expression valable dans tout le plan et qui montre que t^(5, iv) est 
une fonction uniforme admettant pour seule singularité à distance 
finie le pôle 5= i de résidu i. On en conclut, d'autre part, pour 
5 = 0, 






puis, en retranchant et en faisant tendre s vers l'unité, 

dt 



lim K(*î «*) = — lo^wH h 2 / — r — 



' ■ " ^ 



et enfin, en différentiant par rapport à 5 et faisant ensuite s = o, 

Ks(OyW)= ^iv— ijlogw — 1V4-2J arctang- ^t^t;- 

En vertu des égalités (7) et (6), page 89, ces deux dernières 
expressions se réduisent respectivement à 

T'(w) / 

— — et à logr(w) •— log/^TT. 

Ces propriétés de Ç(5, iv) ont été établies par M. Lerch en sui- 
vant une autre voie. Pour ^v = i, elles se réduisent aux propriétés 
de la fonction ^(s) signalées au n° 49. 

Appliquons maintenant la formule (IF), page 69, avec m = o, 
— i << a <; o, et supposons la partie réelle de w supérieure à — a, 
de sorte que la fonction y*(z) soit holomorphe pour T^a. On aura 

Ç(^, «,) = 0^-^y'-' _ ^ r[p(oL, t) X(a, -h qioi, t) ^^(a, 0] dt, 

expression valable pour toutes les valeurs de s. Lorsque la quan- 
tité w est réelle et comprise entre o et i, on en déduit, en faisant 



(^) Cette application de la formule (IV) a été indiquée par Hermite {Annali 
di Matematica pura ed applicata, 3» série, t. V, 1900). 
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tendre a vers — w, et en supposant d'ailleurs la partie réelle 
de s négative, de sorte que l'expression sous le signe intégral reste 
finie pour / = o, 

Ç(5, iv) = 2sin — / t-^W{w,t)dt-^-'iCOS-^ 1 t-'X(w,t)dt, 

On constate aisément que le second membre de cette égalité 
définit une fonction holomorphe de s tant que la partie réelle de 
cette variable est inférieure à i , et que, pour une valeur donnée s 
vérifiant cette condition, la même expression définit une fonction 
analytique de w qui est holomorphe dans la bande comprise entre 
l'axe imaginaire et la parallèle à cet axe passant par le point (v = i . 
Donc, d'après le principe établi au n" 9, l'égalité en question a 
lieu tant que s et w restent dans les domaines indiqués. 

En égalant 5 à un entier négatif, — v, on déduit de la formule 
précédente, à l'aide des égalités (6), page 71, 



; -\- \ 



D'autre part, en supposant o <^kv <^\ et en substituant aux 
expressions ^((V, t)^ X((v, t) les développements indiqués dans 
la note de la page 7 1 , on conclut 

Tt.? V^ C0S2V7UW 715 V^ SintiVTtiV I 

sin — > ■ h ces — 7 , I » 

résultat dû à M. Hurwitz (* ). En faisant (v = i , on retombe sur la 
formule (11). 



(') Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, t. XXVII, 1882. 



CHAPITRE Y. 

APPLICATIONS AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE 

ET A L^ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS DÉFINIES 

PAR UN DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR. 



I. — Deux théorèmes généraux, 
52. Étant donnée une série de Taylor de la forme 

(i) F(ir) = cp(o)H-<p(i)a:-f-. . .-h ©(v) 37^-+-. . ., 

OÙ © est une fonction analytique de son argument, on peut se pro- 
poser à^ étudier les propriétés de la fonction F(j7), connaissant 
celles de la fonction cp. 

Nous donnerons dans ce Chapitre un exposé succinct de cer- 
tains résultats généraux et riches en conséquences relatifs à cette 
question, en y ajoutant d'ailleurs quelques applications nouvelles. 
Le peu d'espace dont nous disposons nous obligera cependant à 
laisser de côté bien des recherches intéressantes, pour lesquelles 
nous renverrons aux Mémoires originaux. 

Pour la bibliographie, on consultera le beau petit livre de 
M. Hadamard, La série de Taylor et son prolongement analy- 
tique (Scientia), Nous nous bornerons à citer ici, comme ayant 
un rapport direct au problème qui nous occupe, les remarquables 
travaux de M. Mellin (*), le grand Mémoire de M. Le Roy, Sur 
les séries divergentes et les fonctions définies par un déve- 



(^) Voici les titres des Mémoires de M. Mellin ayant rapport au sujet qui nous 
occupe : 

Ueber die fundamentale Wichtigkeit des Satzes von Cauchy fur die Théo- 
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loppement de Taylo'r (^), notre Mémoire cité au n° 35, et une 
Note récente de M. Walter-B. Ford {^). 

53. Nous commençons par démontrer le théorème suivant, 
établi par M. Le Roy, sous une forme moins générale, mais ayant 
une connexion étroite avec les résultats obtenus antérieurement 
par M. Mellin : 

Soit une fonction analytique o(z) de la variable z ^^'z -\- it 
qui vérifie les deux conditions suivantes : 

I** ©(^) est holomorphe dans un certain demi-plan T^a; 
2® Il existe un nombre 2r inférieur à izet tel que, e désignant 
un nombre positif aussi petit qu'on voudra, on ait 

IcpCa-f-pe'^^Ke'-^+e'P pour —-^^^'!1, 

dès que p dépassera une certaine limite finie {^), 

Dans ces conditions, on peut affirmer que la fonction F(^) 
de la variable X'=:r e^^ qui est définie par la série ( r), est holo- 
morphe pour tout point x intérieur à V angle 

(2) 2r<6<27r — 2r. 

En particulier, si la condition 2° est remplie pour 2r= o, la 
fonction ¥ (^x) sera holomorphe dans tout le plan, sauf peut- 
être sur le segment i \-co de l'axe réel. 

Pour démontrer ce théorème, nous pourrions nous servir des 



rien der Gamma- und der hypergeometrischen Functionen {Acta Societatis 
Scientiarum Fennicce, t. XX, n» 12, 1895); 

Zur Théorie zweier allgemeinen Klassen bestimmter Intégrale ( ibid., t. XXII, 
n» 2, 1896 ) ; 

Ueber eine Verallgemeinerun g der Biemann'schen Funktion ^{s) {ibid, 
t. XXIV, n<^ 10, 1899); 

Eine Formel fUr den Logarithm.us transcendenter Funktionen von endli- 
chem Geschlecht {ibid, y t. XXIX, n« 4, 1900). 

Die DirichleVschen Reihen, die Zahlentheoretischen Funktionen und die 
uaendlichen Produkte von endlichem Geschlecht {ibid,, t. XXXI, n" 2, 1902). 

Voir aussi Acta Mathem.atica, Tomes XXV et XXVIII. 

(*) Annales delà Faculté des Sciences de Toulouse, 2« série, l. II, 1900. 

(^) Journal de Mathématiques, 1903. 

(^) Il résulte de cette hypothèse que le rayon de convergence de la série (i) 
eit au moins égal ù e— •^. 
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formules établies au Chapitre III, mais nous préférons reprendre 
la question dès le début par une méthode légèrement modifiée. 

Observons d'abord que, si les conditions ci-dessus sont vérifiées 
pour une valeur donnée de a, elles le seront également pour toute 
valeur a supérieure à la première. On peut donc supposer que a 
n'est pas entier et écrire m — i <; a < /n, m étant un entier. 

Cela posé, le théorème général des résidus nous donne 



n 



(3) ^^{>*)x'^=J^{x,z)dz, 



m. 



en désignant par S le contour qui se compose de la moitié Cr du 

cercle \z — a[ = R^/iH a comprise dans le demi-plan t > a 

et du diamètre de Cr, et en posant 

Nous allons voir que, pour les valeurs x situées sur un certain 

segment — r^ o de l'axe réel négatif, l'intégrale relative au 

demi-cercle Cr s'annule lorsqu'on fait tendre n et, par suite, R vers 
l'infini. En efl*et, en posant 

on aura 

Or la condition 2** donne, à partir d'une certaine valeur de R, 

|cp(a-+- Re"V)r2| <rae \V ^ ;^ 

et, d'autre part, on aura sur Cr {^voir la note de la page 82) 

< k' pour I ip I ^ - , 






^7C/2 __ ^—TUZ 



et, en désignant par dio un angle compris entre o et - > 

^-^^^e-'^Um^lR pour 4^o=|<H^r> 



k' et k" étant des quantités indépendantes de R. 
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En somme, lorsque /<; i , on aura sur Cr les inégalités suivantes : 

I , / Vf ., -Il (log-cosJ/o — 3— e) 11,^1 

\^(a:,z)\<k'r^e V *r ^"' / pour H'|=4'o, 

1 4>(ar, z) 1 < k'r^ e-R(7rsin.%-^-e) pour ^'o^ | 4^ I ^ -• 

Fixons mainlénant l'angle ^o par la condition 7isintj^o= 2r', où 

Sr<2r'<;;7r, puis déterminons Tq de sorte que log — cos«j^o= S'» 
Tant que r^ /'o, on aura pour tout point de Cr 

A' désignant la plus grande des quantités k' et k" ] par suite, en 
faisant tendre R vers l'infini et en supposant — To <! ^' <C o, l'inté- 
grale / ^(^x^z)dz prise le long de Cr tendra effectivement vers 
zéro, comme nous l'avions dit, de sorte que l'égalité (3) deviendra 



a-+-/« ^a-H/oo 



(4) y9(v):rv.= -r 'P(x,z)dz^-f &^^dz. 

m 

54. Nous allons maintenant démontrer que le second membre de 
cette formule définit une fonction holomorphe de x dans l'angle (2). 
A cet effet, posons 

z = 7."h it et X = r é;'(^-^-^l', 

de sorte que 0^ ^ 8 — u représente l'argument du point x compté 
à partir de l'axe réel négatif; on aura 

(5> l*(^,^)| = ;.ae-9..|_^^IÎ_^)_ 

d'où il résulte, en vertu de l'hypothèse 2® {voir la note page 49)) 

Dans le second membre de cette inégalité, on doit lire H- 9i ou — Si 
suivant que t est positif ou négatif. 

Supposons maintenant le point x intérieur au domaine 

(6) r>o, 2r-H(j<6<27: — â — (T (d'où | ôj |< tt — 2r — d), 

<T étant une quantité positive aussi petite qu'on voudra, et dési- 
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gnons par Tj un nombre positif inférieur à o*. On aura, dès que 1 1 \ 
dépassera une certaine valeur T, tt — 3 di 8| -h £(^)>> Tj, d'où 

(7) |4>(a7, ^)|<r«e-^i"I pour | ^ | > T. 

On peut conclure de cette inégalité que le second membre de (4 ) 
définit une fonction holomorphe de^ dans le domaine (6). Pour le 
faire nettement voir, écrivons 

^{x, z) dz = — ^ / ^ix^z) dz. 



— 00 



En développant, dans l'expression ^(^, ^), x^^ ^z\o%x g^ série, 
on voit d'abord que chaque terme du second membre est une 
fonction entière de logx et qu'il est, par suite, holomorphe dans 
le domaine (6). D'autre part, il résulte de l'inégalité (7) que la 
série ci-dessus est uniformément convergente dans toute portion, 
finie du domaine en question. Pour arriver à la conclusion voulue, 
nous n'avons dès lors qu'à recourir au théorème établi au n** 10, 
qui nous montre en même temps que les dérivées de la fonction 
considérée sont représentées, dans le domaine (6), par les exprès»- 
sions qu'on obtient en différentiant sous le signe intégral (*). 

Le résultat qui précède restant vrai quelque petit que soit cr, il 
est donc démontré que le second membre de l'égalité (4) définit 
une fonction holomorphe à l'intérieur de l'angle (2), et comme 
l'égalité en question a lieu sur le segment — ro<; ^ < o qui est 
Intérieur à l'angle (2), cette fonction donnera le prolongement 
analytique de la série (4)j en vertu du principe établi au n® 9. 

Or on a d'après l'égalité (4)? si m est positif. 



m — 1 -, . • 



(8) F(^) = 2<?(^)^^-/ léâzïl'^' (m-i<a<m), 

et, pour m négatif, en posant m = — A*, 

(9) ï'(->=-i^-£rîS5''^ [-(.-H,)<«<-^]. 



{}) Cette méthode de démonstration, qui permet d'éviter des calculs parfois 
épineux et presque toujours peu élégants, avait déjà été mise en usage par d'autres 
auteurs, notamment par M. Mellin. 
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tandis que, lorsque /n = o, la série (4) se confond avec F(x). 
Donc, dans tous les cas, la fonction F (ce) sera holomorphe à Tin- 
térieur de l'angle (2), et notre théorème se trouve ainsi démontré {*). 

55. Les considérations qui précèdent conduisent encore à des 
conséquences intéressantes relatives aux propriétés asymptotiques 
de F{x). On en déduit, en effet, ce théorème important : 

Sous les conditions énoncées page 109, la Jonction définie 
par la série (i) et qui, diaprés le théorème du n^ 53, est holo- 
morphe dans le domaine (2), peut se mettre sous Vune ou 
U autre des formes suivantes : 

(10) F(a?) = 37*8(2:) si a> — i, 

k 

(11) F(ar)=-2^^=^-H^«s(^) si -(A: + i)<aS-A-, 

1 

e(ic) désignant une fonction qui tend uniformément vers zéro 
lorsque x tend vers V infini dans V angle 

(12) 3f-+-(j<0g27r — 3r — (j, 

et cela quelque petite que soit la quantité positive (t. 

Il résulte immédiatement des relations (5) et (7) que le module 
du produit 

a— 100 

reste au-dessous d'une limite finie dans le domaine (12), et l'on 
en conclut, d'après les égalités (8) et (9), que la fonction F(^), 
lorsque a n'est pas un entier, pourra se mettre sous l'une ou l'autre 
des formes (10) et (11), où le module de e(x) reste inférieur à 
une quantité finie dans le domaine (12), si l'on exclut le voisi- 
nage de l'origine. 

Cette forme moins précise du théorème suffit dans bien des 
recherches; on en trouve des applications importantes dans les 
Mémoires de M. Mellin, cités plus haut. 

(^) Si m est positif, on suppose que ^{z) prend des valeurs finies pour ^ = o^ 
i, . . . , /W — I, 

L. 8 
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Si l'on veut démontrer que e(^) tend effectivement vers zéro 

avec — dans le domaine (12), des considérations plus délicates 

deviennent nécessaires. Admettons d'abord que le nombre a n!est 
pas entier. Il s'agit de démontrer que, e étant fixé aussi petit qu'on 
le voudra, on pourra trouver une quantité R telle que le module 
de l'expression (i3) reste inférieur à e pour 

En vertu de l'inégalité (7), il est d'abord possible de déter- 
miner le nombre t' de telle sorte que l'on ait 



^•^ot 



OL—iV ^a-i-iao 



f ^{x,z)dz -^ I ^(x, z) dz 

a — 100 •^a-Hi/' 



£ 

<- 

'2 



pour tout point du domaine (12). Il reste donc à montrer qu'on 
peut choisir R de manière que l'on ait, dans le domaine (M)? 



(i5) 



x-a I ^{x, z) dz 



s 
1 



En posant 5 = a -|- /f , ^ = re'^, on aura 

(16) a7-a<ï>(a7, z)= e-0'[A(^)-4-iB(^)][cos(^logr)-i-isin(#log/)], 

A, B étant des fonctions réelles de t qui sont holomorphes pour 
toute valeur réelle de cette variable. 
Considérons, par exemple, l'intégrale 

(17) f e-^^k{t)s\n{t\ogr)dl. 

Je dis d'abord que le nombre des intervalles alternatifs de crois- 
sance et de décroissance que présente V expression \ e~^^A(^)| 
entre les limites — t' et t' est inférieur à un nombre fixe N 
quel que soit 0. 

En effet, les extrémités des intervalles en question qui sont 
comprises entre — tf et t' correspondent, soit aux zéros de la fonc- 
tion A(^), soit à ceux de la dérivée de e~^'A(^), c'est-à-dire aux 
racines de l'équation 

A'(0-ÔA(0 = o, 
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lesquelles, à leur tour, ou vérifient simultanément les conditions 
A(^) = o, A'(^) = o, ou bien correspondent aux points d'inter- 
section de la courbe y = -. — - avec la droite r = 0. D'ailleurs, 
entre deux de ces points d'intersection consécutifs sera compris, 
soit un infini de la fonction . ,\ > c'est-à-dire un zéro de A(^), 
soit un zéro de sa dérivée, c'est-à-dire une racine de l'équation 

Or la fonction A(^) est holomorphe pour tout point de l'inter- 
valle — t''^ t ^ i', et celui-ci ne saurait donc comprendre qu'un 
nombre fini de racines de chacune des équations 

A(0 = o, A'(0 = o, A(0 k\t) — \P^{t)Y = o, 

d'où résulte l'exactitude de la proposition énoncée. 

Ce point établi, soit M le maximum de |e~^^A(^)| pour 
— t^^t"^t\ 2r + (7£0^27c — 2r — (t. Je dis que la partie de 
V intégrale (17) relative à l'un quelconque des intervalles oit 
|e~^^A(^) I varie constamment dans le même sens, est numéri- 
quement inférieure à -. 

1 ^ logr 

Soit (a, b) l'un des intervalles en question et soient ^i, ^2? •••5 ^{i. 

les multiples successifs de la quantité ,— j- compris entre a et b. 

Les parties de l'intégrale (17) correspondant aux sous-intervalles 

sont alternativement de signes contraires, tandis que leurs valeurs 
numériques vont constamment en décroissant [en admettant, pour 
fixer les idées, que | e^^^A(t) | décroît de a vers b], La somme de 
toutes ces intégrales sera donc numériquement plus petite et de 
même signe que la première d'entre elles. Gomme d'ailleurs les 
parties de l'intégrale (17) relatives aux intervalles (a, ti) et (^1,^2) 
sont de signes contraires, et que chacune d'elles est numérique- 
ment inférieure à la quantité 

M ' 



/* . 9. IVI 
sin ( tloç^r) dt =^ -, 



on arrivera bien à la conclusion voulue. 
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En somme, l'intégrale (17) sera numériquement inférieure à 

; j pour S-f-o-^ô^aTT — 2r — T, et tendra donc uniformé- 

logr ^ — ~ 

ment vers zéro dans cet angle lorsque r croît indéfiniment. Comme 
la même conclusion s'applique à chacune des trois autres inté- 
grales qui proviennent de l'expression (16), il en résulte qu'on 
pourra efTectivement déterminer le nombre R de manière que 
l'inégalité (i5) ait lieu dans les conditions indiquées, et notre dé- 
monstration est ainsi achevée dans le cas où a n'est pas entier. 

06. Lorsque le nombre cl est un entier, les expressions (8) 
et (9) ne sont plus valables, de sorte que la démonstration doit 
être modifiée. Nous nous placerons dans le cas le plus intéressant, 
à savoir celui où a = o est la plus petite valeur pour laquelle soient 
vérifiées les conditions énoncées à la page 109. 

En appliquant alors la formule (8), avec /w = i, et en faisant 
tendre a vers zéro, on trouve, par un calcul analogue à celui 
du n« 29, 

et cette formule sera valable pour tout point x intérieur à 
l'angle (12), ce qu'on démontre en raisonnant comme aux n°* 53-54. 
Pour plus de symétrie, posons x = e'^^x^^ (^^ = /e'^), et d'autre 
part s = it, ?(— '^) '=p{t)± iç(0' L'expression ci-dessus de- 
viendra 

(18') F(ir) = l(p(o)-i- r P(t,xi)dt-h f q(t,Xi)dt, 



avec 



F(t,X,)=-'2p(t) ^^,__^_^, > 



Je dis que le dernier terme de l^ expression (18') tend unifor- 
mément vers zéro lorsque x tend, soit vers Vinfini, soit vers 
zéro, en restant intérieur à l'angle (12). En effet, comme 

cos(iloga7i) = -(A'+ e-^i') cos(ilogr; (e^»^ — e-^i^) sin(<logr), 

^ - ^ - 
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on voit d'abord qu'il est possible de choisir le nombre Ûq assez 
petit pour que l'on ait, par exemple, 

f q{t,x^)dt 



('9) 



£ 

<5 



pour tout point x du domaine (12) (*). D'autre part, pour les 
mêmes valeurs x^ on a | 84 I^tt — S — <t, et il s'ensuit que le mo- 
dule de l'expression Q(^, x^) décroît plus vite qu'une certaine 
exponentielle e~^', où 7i>o; par conséquent, on pourra choisir 
un nombre T tel que 



IX 



Çl{t,xi)dt 



e 
3 



pour tout point x du domaine (12). Enfin, en raisonnant comme 
au n® 55, on voit qu'il existe un nombre R tel que l'on ait 



i 



Cl{t.xx)dt 



< 



pour 2r + o'^9^2:r — 2r — t, |logr|>>R. Sous les mêmes con- 
ditions, le module du dernier terme de l'expression (18') sera donc 
inférieur à e, d'où résulte la proposition énoncée. 

Cela posé, dans l'égalité (18'), faisons tendre x vers l'origine, 
en restant dans l'angle (12). Comme F(o) = 'f>(o), on conclut de 
la proposition ci-dessus que l'intégrale 



/ 



?(^t,Xi)dt 



tendra uniformément vers la limite -ç(o). Or, si l'on remplace x 

par - ou, ce qui revient au même, x^ par — , l'intégrale en ques- 
tion changera simplement de signe. Par suite, elle tendra unifor- 
mément vers la limite — r?(o)î lorsque x tend vers l'infini dans 

(*) La fonction cp(z) étant, par hypothèse, holomorphe à l'origine, l'expression 

gr(«)^^[?(«0-?(-tOJ 



renferme.^ en facteur, d'où il résulte que Q(<, ^Cj) est holomorphe pour t = o. 
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l'angle (12), et, en utilisant encore une fois la proposition ci-dessus, 
on voit donc que, dans le cas où les conditions énoncées à 
la page T09 sont vérifiées pour a = o, la fonction F(a?) tend 
uniformément vers zéro lorsque x tend vers l'infini en restant 
intérieur à C angle (12). 

Ce résultat subsiste d'ailleurs dans des conditions plus générales 
que celles de la page 109. Ainsi il n'est pas nécessaire que la fonc- 
tion 9(^) soit holomorphe à l'origine; il suffît, par exemple, 
qu'elle y prenne une valeur finie et déterminée et que, en outre, 
l'intégrale 






ait un sens. En effet, en vertu de la première de ces hypothèses, 
la formule (18) restera applicable (voir la note de la page 60) et, 
en vertu de la seconde, il sera possible de satisfaire à l'inéga- 
lité (19), qui est la seule où intervienne le caractère de ^(z) à 
l'origine. 

De même, on démontre aisément que le résultat ci-dessus reste 
valable dans le cas où(f(z) présente sur l'axe imaginaire un nombre 
fini de points singuliers distincts de l'origine, z^^ ^25 • • -5 tels que 
le produit (5 — Zy)^(z) tende uniformément vers zéro avec \z — 5v| 

et que l'intégrale 

t 

I ^(zy-\- it) I dt 



I. 



ait une valeur finie pour les valeurs réelles de t. 

Supposons maintenant que ^{z) possède sur l'axe imaginaire 
un pôle Zq^ distinct de l'origine. La formule (18) restera encore 
valable si l'on y modifie le chemin d'intégration, par exemple 
en remplaçant un petit segment passant par le point Zq par un 
demi-cercle tournant la convexité vers la gauche^ pourvu que, en 
même temps, on retranche du second membre le résidu de l'ex- 
pression 

. tp (' 5 ) arz 

ITZl * 



etniz^ i 



relatif au pôle Zq. On démontre facilement que, après cette modi- 
fication, l'intégrale qui figure dans la formule (18) tendra toujours 
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uniformément vers ^©(o), lorsque x tendra vers l'infini dans 
l'angle (12). 

Or, si ^0 est un pôle simple de ^{z\ le résidu correspondant 
de l'expression ci-dessus s'écrit Ax'oy A étant une constante. Dans 
ce cas, la fonction F(^) restera donc inférieure en valeur absolue 
aune quantité finie dans le domaine (12), en ne tendant d'ailleurs 
vers aucune limite fixe lorsque le point x s'éloigne indéfiniment. 
Si, au contraire, Zq est un pôle d'ordre m >> i, on conclut des re- 
marques précédentes que la fonction F(:r) devient infiniment 
grande de l'ordre de (loga?)'"~* lorsque x tend vers l'infini en res- 
tant dans l'angle (12). 

Les résultats que nous venons de démontrer dans ce numéro 
pour a = o s'étendent immédiatement au cas où a est un entier 
quelconque. 



IL — Applications diverses, 

57. Des théorèmes qui précèdent, nous allons tirer d'abord 
quelques conséquences intéressantes relatives aux fonctions en- 
tières. Soit ©(-3 ) = z"^'^^ 0" étant un nombre positif << 2 ; cette fonc- 
tion est holomorphe pourx^o, sauf à l'origine, mais en ce point, 
^{z) prend une valeur finie, à savoir i, et la condition concernant 
l'intégrale (20) se trouve également vérifiée. D'autre part, en 
posant z = p^"'', on aura 

cp(«) I = eap(4/»lnt];-logpcos4/) 



et par suite, dès que p >> i , 

|cp(^)|<e2 pour — ^<4;<^. 

On pourra donc appliquer le théorème du n^ 5S en faisant a = o, 
Sf =: — 9 et l'on en conclut que la fonction entière 



<■> 2(0 



tend uniformément vers zéro lorsque x tend vers l'infini, en res- 
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tant dans Tangle 

(2) l-e^6<air e. 

Ce résultat étant vrai quelque petits que soient les nombres 
positifs (T et e, on voit quVV existe des fonctions entières ten- 
dant uniformément vers zéro, lorsque x augmente indéfini- 
ment, dans un angle qui est inférieur à itz d* aussi peu qu'on 
le voudrp,. 

Cette remarque est due à M. Mittag-Leffler, qui y a été conduit 
dans ses recherches sur la fonction ( * ) 



qu'on déduit de F(^) en faisant cp(^) = r— -• Cette fonction 

^(2) est holomorphe dans tout le plan et, en se servant de la for- 
mule de Stirling, on trouve facilement que l'inégalité 

|(p(a-hpe'4')|<A «"^VP, 

OÙ a désigne une constante réelle quelconque et e un nombre 

positif arbitrairement petit, est vérifiée pour ^ ^ ^ - dès que p 

est supérieur à une certaine limite finie. Le théorème du n** 55 
nous permet donc d'affirmer, non seulement que la fonction (3) 

tend uniformément vers zéro avec - dans l'angle (2), mais encore 

que l'on a, quelque grand que soit l'entier positif A*, la relation 



1 

où e(x) jouit de la même propriété. Le second membre de cette 
égalité nous donne donc le développement asymptotique de la 

fonction (3) dans l'angle — <;9<27c 

Soit maintenant cp(3) = [log(^ + P)]~^; cette fonction est holo- 

{^) Comptes rendus, 1 mars 1908. 
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morphe pour t^o, si l'on suppose ^ >* i; d'autre part, un calcul 
élémentaire nous donne 

d'où il résulte qu'on a, quelque petit que soit le nombre positif e, 

I cp(pc'4') I < ee? pour — 7 ^ <]^ ^ - 

dès que p dépasse une certaine limite. Dans le cas présent, les 
conditions énoncées page 109 sont donc vérifiées pour a =0, 2r:=:o, 
et nous arrivons ainsi à cette conclusion intéressante que la fonc- 
tion entière 



(4) 



00 



tend vers zéro lorsque x tend vers l^ infini suivant un rayon 
quelconque autre que l'axe réel positif (*). 

Lorsque p >> 2, les conditions de la page 109 sont vérifiées pour 
2» = o et pour une valeur de a comprise entre — 2 et — i . On 
aura donc 

l0g(?-l) + c(^) 



E^(x) = - 



X 



e(^) tendant uniformément vers zéro avec - dans l'angle 

£16^27: — £, 

quelque petit que soit e, et l'on en conclut immédiatement que, 
pour P > 2, les arguments des racines de V équation Ep(^) = o 
tendent vers zéro lorsqu^on s^ éloigne indéfiniment de C origine. 
On peut rattacher à la fonction (4) une remarque ingénieuse due 
à M. Mittag-Leffler (2). D'après ce qui précède, l'expression 



(*) Cf. une Note de l'auteur insérée dans le Tome XXVII du Bulletin des 
Sciences mathématiques (août 1908 ). D'autres fonctions du même genre ont été 
indiquées par MM. Malmquist et Mittag-Leffler ( Comptes rendus, 12 octobre igoS). 

(') Comptes rendus, 12 octobre igoS. Voir aussi un Mémoire de M. Mittag- 
Xeffler qui vient de paraître dans le Tome XXIX des Acta Afathematfcm. 
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définit une fonction entière tendant vers zéro suivant l'axe réel 
positif, mais vers l'unité suivant tout autre rayon. En désignant 
par P' un nombre réel supérieur à l'unité et distinct de p, on arrive 
donc à cette conclusion curieuse que la fonction entière 

tend vers zéro lorsque x tend vers V infini suivant un rayon 
quelconque. 

Ce paradoxe apparent s'explique par cette remarque que la 
fonction précédente, bien qu'elle converge vers zéro suivant un 
rayon quelconque, ne converge uniformément vers cette limite 
dans aucun angle, si petit qu'il soit, qui renferme l'axe réel positif. 
II n'est guère possible d'imaginer un exemple plus propre à mettre 
en évidence l'importance de la notion de convergence uniforme. 

58. En appliquant à la fonction (i) la formule (8), page ii2, 
avec m = I , on trouve 



e 



tmii 



égalité valable pour tout point x intérieur à l'angle 

ITT Tiff 

(5) 2L<o<:,„_^. 

Ce résultat subsiste encore pour o- = o, puisque les conditions de 
la page 109 sont vérifiées pour ^{z) == i , 3r = o, et l'on aura donc 



I — X / 

•■'OL — i 



*■''■- x^dz 



e 

00 



ittiz 



dans tout le plan, excepté sur l'axe réel positif. Cela posé, nous 
allons démontrer la proposition suivante : 

Lorsque le paramètre o- tend vers zéro par des valeurs posi- 
tives, la fonction entière (i) tend uniformément vers dans 

I ^^ X 

tout domaine fini n'ayant aucun point commun avec le seg~ 
ment i \-qo de l'axe réel. 

Ceci ayant évidemment lieu dans toute aire intérieure au cercle 
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I jî I =r I , il suffira de démontrer la proposition pour un domaine X 

n'ayant aucun point commun avec la partie o \-qo de l'axe réel. 

A cet effet, fixons d'abord un nombre positif <To tel que le domaine X 
soit intérieur à l'angle (5) dès que <t<(To] on aura, pour tout 
pointée du domaine X, et pour o'^o'o, 



Or, en posant ^ = a -+- «Y, on peut conclure des calculs du n** 54 
que le module de l'expression sous le signe intégral, pour les 
valeurs considérées de ^ et de o- et pour les valeurs t de module 
suffisamment grand, reste inférieur à une certaine exponentielle 
e~^l*l, où 71 >>o. Il est donc possible de trouver un nombre positif t/ 
tel que les parties de l'intégrale ci-dessus qui correspondent aux 
valeurs t supérieures à t' ou inférieures à — ^', donnent une 
somme numériquement inférieure, par exemple, à s, et d'autre 
part, comme i — z~^^ tend vers zéro avec a*, on pourra assigner un 
nombre positif tj^Œo tel que la partie restante de l'intégrale en 
question, celle où / varie entre les limites — t' et i', soit inférieure 
en valeur absolue à e dès que <t<C<^q- Le module de la diffé- 
rence (6) sera donc inférieur à 2e pour tout point du domaine X 
dès que o- <; «Iq, et notre proposition se trouve ainsi démontrée. 
Soit maintenant une série de Taylor quelconque 

00 

(7) 2«va?v 



ayant un rayon de convergence fini et non nul, et soit A son 
étoile principale de convergence (*), suivant la terminologie de 
M. Mittag-Leffler. En s'appuyant sur un théorème fondamental 
établi par M. Borel (^), on déduit immédiatement de la proposi- 
tion précédente l'intéressante conséquence que voici : 

Lorsque <t tend vers zéro par des valeurs positives, la fonc- 



(*) Le domaine A comprend, de chaque rayon vecteur, le segment compris 
entre l'origine et le premier point singulier de la fonction (7) qu'on rencontre en 
cheminant suivant ce rayon. 

( -) Mémoire sur les séries divergentes, p. 63-64 et i33-i3/| {Annales de l'École 
Normale, 1899) et Leçons sur les séries divergentes* 
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tion entière 2^v(-^) converge uniformément vers la fonc- 



tion définie par la série ^^v^^ dans toute aire finie intérieure 



à Vétoile A. 

C'est là, nous semble-t-il, l'exemple le plus simple qu'on puisse 
trouver de ces expressions limites, réalisant le prolongement d'une 
série de Taylor en dehors de son cercle de convergence, dont 
MM. Borel, Mittag-Leffler, Pain levé et d'autres ont ces dernières 
années enrichi l'Analyse. Du reste, cet exemple n'est qu'un cas 
très particulier d'un théorème général que nous avons démontré 
ailleurs (*). 

59. Supposons maintenant vérifiées les hypothèses suivantes : 

I® La fonction ^(z) est uni/orme et ne présente qu'un 
nombre fini de points singuliers ; 

2° Ayant fixé un nombre positif arbitrairement petit s, 
on peut trouver un autre nombre positif 1^ tel que 

|c?(pe'^')| <esp pour p > R. 

Le rayon de convergence de la série donnée sera égal à l'unité 
et, d'après le théorème de la page 109, la fonction F(^) que définit 
cette série restera holomorphe tant qu'on évitera le segment 

I \-co de l'axe réel. Cette branche de la fonction ¥{x) sera 

appelée, dans la suite, la branche principale, et sera désignée par 

F(x). 

Mais nous allons voir que, dans le cas présent, on pourra étu- 
dier la fonction F(^) pour toute valeur de x. Soit, en effet, — n 
un entier négatif inférieur à la partie réelle de chacun des points 
singuliers de ^{z). On pourra appliquer la formule (9) (p. 1 12) 
pour k = n^ à condition de retrancher de son second membre 
l'expression 



(^) Comptes rendus, 29 décembre 1902, et Journal de Mathématiques^ 
t. IX, 1903. 
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la somme s'étendant à tous les points singuliers de ^{z) situés à 
distance finie. Remarquons en passant que <E>(;r) est une fonction 
entière de logo:, ce qu'on voit immédiatement en exprimant les 
résidus qui y figurent par des intégrales définies, et en dévelop- 
pant ^^^ gsioçx suivant les puissances ascendantes de log^. 
On trouve donc pour F(x) l'expression suivante : 



a-i-/ 00 



(8) Fr:p)=-yi^— ^-<ï>(^)- Ç <P{x,z)dz, 

OÙ — (71-4- i)<; a-< — /ï, expression qui est valable dans tout le 

plan, sauf sur la partie o \- oo de Taxe réel. 

Je dis que le dernier terme de cette expression s^évanouit 
lorsque n croit indéfiniment^ si le point x est situé sur le 
segment — oo i de l'axe réel. En effet, en posant 

a= — ln-\ — )> z = a-i-i7, a? = e^^'r (r>i), 

on aura \^voir l'égalité (5), page 1 1 1] 

et, par suite, en vertu de l'hypothèse 2® ci- '.Jisus, 



\^(x,z)\ < rae-'^l<i + s>/a«-H<«^ 

e tendant vers zéro lorsque a tend vers — 00. Comme l'on a 

v/ôïI^F < /I I a I pour \t\<\ : I 

et 

/a* H- ^=8 < /a U I pour 1 q > | a |, 

le module du dernier terme de l'expression (8) sera inférieur à 
la somme 

f e-'^^dt -^2r<^ I c-îï'+e «* dt, 

dont les deux termes s'évanouissent pour a = — x, dès que r > 1 . 
Pour n = ccj l'égalité (8) deviendra donc, 

•e 

<9) F(x) = -22^-<I'(^), 

1 
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en supposant d'abord la variable x réelle et inférieure à — i . Mais, 
comme l'expression figurant au second membre est holomorphe en 
dehors du cercle ] a? | = i , elle nous donnera le prolongement de 
la fonction F(j!:) dans toute cette région, en vertu du principe établi 
au n° 9. Donc : 

Sous les conditions énoncées à la page 124, la fonction ¥{x) 
est holomorphe en dehors du cercle |j?| = i (^sauf peut-être 
à V infini). 

Menons une coupure suivant l'axe réel de i à + 00. Dans la 
région extérieure au cercle | ;r | = i et limitée par les deux bords 

de cette coupure, la branche F (a?) sera représentée par l'ex- 
pression (9), où l'argument de x est compris entre o et 211, et la 
difierence entre la valeur que prend cette branche en un point x 
situé sur le bord supérieur de la coupure, et sa valeur au point 
correspondant du bord inférieur, sera égale à 

expression qui se réduit à 

(10) 2irt r (çp(«))ar-, 

la somme X s'étendant aux points singuliers de ©(s) situés à 

distance finie . 

Les valeurs de l'expression 

(11) Fi(a?) = F(ar) -h 27ui f (<p(^)}a?^ 

sur le bord inférieur de la coupure i h » se confondent donc 

avec celles que prend la branche principale F (a:) sur le bord 
supérieur et, en invoquant toujours le principe établi au n" 9, on 

en conclut que Y ^ (x) donne le prolongement de F{x) au delà 

de la coupure i h 00, lorsqu^on la traverse de haut en bas. 

Si l'on traverse la même coupure de bas en haut, le prolonge- 
ment de F(:r) est fourni par l'expression 

12) F,(a7) = ¥{x) — %i:iS [^{z))x^. 
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Or l'expression (lo), étant une fonction entière de log;r, admet 
pour seuls points singuliers l'origine et le point à l'infini, et notre 
discussion conduit donc au résultat suivant : 

Sous les conditions énoncées à la page 124. la fonction F (a?) 
n'admet pas d'autres singularités que les points i, 00 et o, 
l'origine étant en général point singulier pour toute branche 
de la fonction autre que la branche principale. En dehors du 
cercle | a? |= 1 , cette Jonction est représentée par l'expression (9 ) 
qui, jointe aux égalités (11) e^(i2), permet d'en poursuivre 
l'étude pour toutes les valeurs de x (*). 

60. Appliquons d'abord ce résultat au cas où ^{z) n'a pas 
de points singuliers à distance finie. Alors, en vertu de l'hypo- 
thèse 2°, f (5) est une fonction entière dont le module croit 
moins vite que ^*'^', quelque petit que soit e. 

Les égalités (i 1) et (12) se réduisent à Fj [x) = F2(.r) = F(^), 
et la formule (9) devient 

(i3) ^^^)="""2^^ï^^ P''"'" l^l>'' 

1 

d'où il résulte que la fonction F(^) est uniforme dans tout le plan, 
admet x = i comme seul point singulier et s'annule à l'infini. 
Donc, d'après le théorème de Laurent, F(^) est une fonction 

entière de > sans terme constant (-). 

Si, en particulier, o(z) est une fonction paire, l'équation (i3) 
devient 

F(^) = -F(ij+cp(o). 

Pour x= e'^, cette égalité s'écrit F(e'®)-+-F(e~'^) = o(o); donc 



(^) On a supposé tacitement que f{z) ne devient infini pour aucune valeur 
entière de z. Mais il est facile de voir comment doivent être modiûés les résul- 
tats qui précèdent dans le cas où cette condition n'est pas remplie. 

(') Ce résultat important a été établi à peu près simultanément par M. Le 
Roy (voir p. 348 du Mémoire cité plus haut) et par M. Wigert {Ofversigt 
af Svenska Vetenskapsakademiens Fôrhandlingar, 1900). Voir aussi un Mé- 
moire de M. Leau {Journal de Mathématiques, 1899). 
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la partie réelle de F(^) se réduit à la valeur constante - ©(o) 

sur la circonférence |j;| = i, si l'on suppose la fonction cp(^) 
réelle pour les valeurs réelles de 2. 

Si ^{z) est impaire, Tégalité (i3) prend la forme 



F(.) = F(i). 

et l'on en conclut, en particulier, que la partie imaginaire de 
F (a?) s^ annule sur la circonférence | jc | = i . 

,61. Soit en second lieu <f{z) une fonction rationnelle, cas où 
les conditions de la page 124 sont toujours vérifiées, et soit a un 
pôle de ^{z). Si c'est un pôle simple, la partie correspondante de 
l'expression ^{x) s'écrit A^^, A étant une constante. Si a est un 
pôle d'ordre /n>>i, il surviendra des termes en a^^logx, . . ., 
^^(log^)'""^ D'après l'égalité (9), on en conclut que, si les pôles 
de ^{z) ont tous leur partie réelle négative, toute branche de la 
fonction ¥{x) tend vers z^ro lorsque :r s'éloigne indéfiniment dans 
une direction quelconque. 

Soit, en particulier, <p(^)=^-*, A étant un entier positif, et 
considérons la fonction 

W 00 

(14) F(:r) = 2?(v)xv=25, 

V=l V=l 

qui a fait l'objet des recherches de Lambert, Legendre, Abel, 
Kummer et de bien d'autres. On aura encore l'égalité (9), en dési- 
gnant par <t>{x) le résidu de l'expression 

I 2 71 / T^ 

relatif à l'origine. Or, on trouve facilement, à l'aide de la for- 
mule (9) (p. 33), quecerésidu estégalà^^^^j^OA(^^^V de sorte 

Al ! * \ 2 71 1 / 

que l'égalité en question devient 
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résultat dû à M. Jonquière (•). D'autre part, l'égalité (ii) s'écrit 

Ces relations permettent d'étudier F(x) dans tout le plan; 
pour /r = I , on retrouve les propriétés connues de log(i — œ). 

Les résultats du n" 59 restent encore applicables dans bien des 
cas où 'f{z) est une fonction méromorphe, mais pour cette ques- 
tion nous devons nous borner à renvoj'^er aux Mémoires de 
M. Mellin, qui en a donné de nombreux exemples. 



m. — Nouvelle méthode de prolongement analytique, 

62. On arrive à d'autres résultats généraux et dignes d'intérêt 
en se servant de la formule (IV), page 6i (^). Pour en faciliter 
l'énoncé, nous admettrons d'abord les hypothèses suivantes : 

i" La fonction 'f{z) est holoniorphe pour tout point z^'z-i-it 
faisant poi^tie du demi-plan t^o; 

2° Quelque petit que soit le nom.br e positif z,, on aura 

|cp(pe''1')|< esp pour ~-=<^^-» 

dès que p dépassera une certaine limite finie. 

En posant f{z) = ^{z)x^^ on conclut immédiatement de la 
seconde h^^pothèse que la condition (A) (p. 07), lorsque x est 
réel et positif, est vérifiée uniformément pour o£t^/2, quelque 
grand que soit/i, et, par un calcul identique à celui de la page i25, 
on démontre que la condition (B) est remplie si l'on suppose 
o <ix <C.\. Pour ces valeurs de J7, on pourra donc appliquer la 
formule (IV) avec m = o, ce qui donne 

(I) F(^)=lcp(o)-HH(:r)-+-I(^), 



(^) Bihang till Svenska Vetenskapsakademiens Handlingar, t. XV, iSSS. 
(2) Pour cette Section, voir pages 24-36 de notre Mémoire cité au n« 35. 

L. Q 
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OÙ 



(3) 



^0 



L'étude de la fonction donnée F (a?) est donc ramenée à celle 
des fonctions H(j?) et I(^). 
En posant x = re'^, on a 



it I —. ^-8/ I ^-it I = /,ô/ 



d'après l'hypothèse 2**, le module de l'expression qui dans (2) 
figure sous le signe intégral croîtra donc moins vite que e~^2ir-i8i-e)f^ 
quelque petit que soit e, et, en raisonnant comme à la page 1 12, 
on en déduit ce premier résultat : 

L'expression ti(x) définit une fonction analytique de la 
variable x ^ re^^ qui est holomorphe pour tout point du do- 
maine 

Quant à l'expression I(x), nous nous bornerons pour le moment 
à constater qu'elle définit une fonction holomorphe à l'intérieur 
du cercle | a:: | = i , en exceptant l'origine. Ceci résulte immédia- 
tement de l'inégalité 

|»(x)^|<a-^<""î^-'), 

qui, en vertu de l'hypothèse 2", subsiste à partir d'une valeur finie 
de T, quelque petit qu'on se donne le nombre positifs. 

La fonction F(a?) est holomorphe pour |^ | < i , puisque, d'après 
l'hypothèse 2", le rayon de convergence de la série donnée est au 
moins égal à un. On peut donc conclure de l'égalité (i) que H(:c) 
est également holomorphe pour | x | <C i , sauf à l'origine qui est 
pour chacune des fonctions H(.r) et I(x) un point critique, c'est- 
à-dire un point singulier autour duquel différentes branches de la 
onction se permutent. 

Désignons maintenant par H(^) la branche de la fonction H(j?) 
qui est définie par l'intégrale (2) dans le domaine — 'ir<;0<'ï^5 
et, de même, par I(^) la branche de I(^) définie par l'intégrale (3) 
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dans le domaine — t^<C^<C'^', r <C\^ et soient d'autre part H< (a?), 
li (x) les nouvelles branches de ces mêmes fonctions qu'on obtient 
en prolongeant H(^), I(x) le long d'une courbe fermée faisant le 
tour de l'origine dans le sens direct, et restant intérieure au cercle 
1^1 = 1. Comme la somme H(^)-f- 1(^) est uniforme dans ce même 
cercle, d'après l'égalité (i), on aura 

ou bien 

et il en résulte que, dans le domaine où était défini H(j:), la 

branche H| (j;) ne saurait présenter d'autres singularités que celles 
de la fonction I(^). Cette conclusion s'étend successivement à 
toutes les branches de H (a:), et, après un moment de réflexion, on 
arrive ainsi au résultat suivant, qui nous paraît intéressant : 

Sous les conditions énoncées page 129, toute branche de la 

fonction F(^) peut se mettre sous la forme -0(0) + H(^) plus 

ou moins certaines branches de la fonction I(^). 

L'étude de la fonction F(a7) revient donc essentiellement à 
celle de la fonction \{x) et, en particulier, les singularités 
de F(j:) sont toutes comprises parmi celles des différentes 
branches del(ûc). 

Cette proposition reste encore vraie si Ton remplace la condi- 
tion 2° par la suivante qui est plus générale : 

■ 

Quelque petit que soit s, on aura 

|<p(pe'4')|<e<'^-^eiP pour —-=4'^-^ ' 

dès que p dépassera une certaine limite, 3 étant un nombre 
positif inférieur à tc. 

L'intégrale (2) définit dans ce cas une fonction holomorphe dans 
le domaine |0j<; 27c — S, r>o. 

Remarquons encore que la seconde partie de la proposition ci- 
dessus reste valable dans le cas où les conditions données sont 
vérifiées, non pas pour ç(^), mais pour o(/io4- z), n^ étant un 
entier positif quelconque, pourvu toutefois que ^{z) soit holo- 



l32 CIIAPITKH V. 



morphe aussi sur le segment o^t^/Io de l'axe réel. On le vérifie 
immédiatement, en appliquant les résultats précédents à la série 



00 



^9(^0 



v)a7V. 



()3. La proposition précédente permet d'étudier complètement 
la fonction F{x) toutes les fois qu'on sait calculer l'intégrale 1(^7) 
sous forme finie. Nous en donnerons plus loin des exemples; mais 
d'abord nous indiquerons un cas assez général où l'on peut pour- 
suivre l'étude de la fonction I(^) et, par suite, celle de la fonc- 
tion F(j:), pour toutes les valeurs de la variable x. Admettons les 
hypothèses suivantes : 

i" La fonction o{z) est holomorphe dans le demi-plan t^o. 

2" U an g le ^0 étant donné aussi grand quon le voudra, on 
peut trouver un nombre positif 1^ tel que, en posant 2=:pe'4', la 
fonction ^{z) soit holomorphe pour — '^0=^ = ^0? ? = R {sauf 
peut-être à r infini), 

3" Quelque grand que soit Aq et quelque petit que soit e, on 
aura, dès que p dépassera une certaine limite, 

|cp(pér'>V)| <e£p pour — <^o^ 'J'^ i^o- 

Ces conditions portent sur la branche principale de «(2), c'est- 
à-dire sur celle qui fournit les coefficients de la série donnée. 

Nous allons montrer que, sous les conditions énoncées ci-dessus, 
la fonction \{x) ne saurait présenter, à distance finie, d'autres 
points singuliers que l^ origine et le point (/• = !, 8 = 0). 

Désignons par \{x^ ^) l'intégrale / o(z)x^dz prise de o à 00 

suivant le rayon formant avec l'axe réel positif l'angle d», supposé 

compris entre ^^ 7 ' ^'^ posant x = /'e'^, z = p <?'^, on aura 

et comme | ^(2) | croît moins vite que e^9 sur le rayon envisagé, en 
vertu de l'hypothèse 3 ', on en conclut, en raisonnant comme à 
la page 1 12, que l{x, ^) représente une fonction analytique holo- 
morphe dans le domaine T(A), défini par les inégalités 

(4) logrcos^» — 6siin]^<o, /• > o. 
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Je dis que celte fonction donne le prolongement de la fonction 
I(a:), définie par l'intégrale (3), à Fintérieur du cercle |;r | = i. 
Pour s'en assurer, on n'aura qu'à reprendre le raisonnement donné 
page 93 et à observer que l'on a sur l'arc AB, pour x réel et positif, 

— R ( CO8'!; lojt £ ) 

d'où il résulte que, si l'on suppose o <ix <i\^ l'intégrale relative 
à cet arc s'évanouit lorsque R croît indéfiniment. 

Le domaine T(»i) comprend les points intérieurs à la spirale 

(5) rsrc^t»"»*. 

Pour J^ = o, celle-ci se confond avec la circonférence r = i . A 
mesure que | A | augmente, le domaine T(^) s'élargit et embrasse, 

pour ^ = - , tout point ayant un argument 6 >> o et, pour 'i = » 

les points pour lesquels 9 <[ o, d'où le résultat suivant : 

La fonction \{x) reste holomorphe de quelque manière qu'on 
fasse varier le point x^ à condition qiCilne vienne se confondre 

ni avec V origine, ni avec un poinl situé sur le segment 00 

du rayon d'argument 8 = 0. 



Lorsque ! ^ | croît au delà de - > on doit dans l'expression I(;r, i) 

modifier le chemin d'intégration de manière à éviter les points sin- 
guliers de la fonction ©(2). Pour fixer les idées, convenons de 
choisir pour ce chemin le contour F qui se compose : i" du seg- 
ment o R de l'axe réel; 2" de l'arc de la circonférence |.z |= R 

compris entre les points 2 = R et s = Re''î'; 3" de la partie du 
rayon d'argument i^ qui s'étend du point z = Re"V à l'infini. On 
suppose R choisi de telle son e que ©(2) soit holomorphe à Finté- 
rieur et sur le contour de la région comprise entre l'axe réel positif 
et le rayon d'argument A, et extérieure au cercle 1 2 |= R. 
Dans ces conditions, l'expression 

\{x^^)^ I ^{z)x^dz 

représentera, pour toute valeur donnée de A, une fonction analy- 
tique de X qui est holomorphe dans le domaine T(tj^), défini par (4), 
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et cette fonction donnera constamment le prolongement de la fonc- 
tion I(^). En effet, si les valeurs ^' et i/' sont suffisamment rap- 
prochées, les domaines T(d(') et T('y) auront une portion com- 
mune, et pour tout point x intérieur a cette portion les expressions 
1(^, if') et I(j7, 'Y) prendront des valeurs égales, ce qu'on dé- 
montre en raisonnant comme page 93. En intercalant entre o et <]/ 
une suite de valeurs suffisamment rapprochées et en comparant 
entre elles deux à deux les expressions \{x^ i) correspondant à 
ces valeurs, on arrivera donc au résultat annoncé. 

Quant au domaine T( A), sa forme se modifie sans cesse lorsque A 

varie. Ainsi, lorsque : ^C'i^T-' de sorte que cos'^<<o, ce 

domaine comprend la portion du plan qui est extérieure à la 
spirale (5), et, en particulier, pour 'i^Tc, la portion extérieure à la 

circonférence | j? | = i . Pour 'i = — ^, T('}) se réduit au domaine 

6 <[ o; pour — <C '} <[ — * ce sera de nouveau la portion du plan 

intérieure à la spirale (5), laquelle, pour 'i = air, se confond avec 
la circonférence |:c | = 1; et ainsi de suite. Pour les valeurs néga- 
tives de ^, les choses se passent d'une manière analogue. 

Cette discussion, qui deviendrait plus claire à l'inspection d'une 
figure, conduit à la conclusion suivante : partant par exemple d'un 
point situé sur le segment o — i du rayon d'argument 8 = 0, fai- 
sons décrire à la variable J7, d'un mouvement uniforme, une 
courbe S qui ne passe ni par l'origine, ni par le point (r = i, 
= o), et qui aboutisse à un point quelconque x^ distinct de ces 
deux points; on pourra prescrire à l'angle A une variation con- 
tinue, telle que le point j:, en décrivant la courbe S, soit à chaque 
instant intérieur au domaine T('i) et que, par suite, l'expression 
\{x^ 'j») soit holomorphe en ce point. Gomme I(^, i) donne le 
prolongement de I(^), d'après ce qui a été dit plus haut, il en 
résulte que la fonction l(^) est holomorphe en tout point de S et, 
en particulier, au point x,, et comme celui-ci était un point quel- 
conque distinct des points j7=:oet(r=i,9 = o), la proposition 
énoncée au début de ce numéro se trouve donc démontrée. 

En se reportant maintenant à la proposition démontrée page i3 1 , 
on arrive à l'intéressant résultat que voici : 

Si les conditions énoncées page 182 sont vérifiées, la fonc- 
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tion F(j") ne saurait admettre d^ autres points singuliers que 
i^QO et o [(^origine étant en général point singulier pour toute 
branche de F(a?) autre que la branche principale^. 

Pour que ce résultat soit applicable, il suffit d'ailleurs que les 
conditions dont il s'agit soient vérifiées pour 'f (/lo-h^)? ^^o étant un 
entier positif quelconque. 

6i. Nous indiquerons en quelques mots une généralisation du 
résultat qui précède. En conservant les deux premières conditions 
du n® 63, convenons de remplacer la troisième par la suivante 
qui est plus générale : 

Quelque grand que soit io et quelque petit que soit £, on 
aura, à partir (Tune certaine valeur de p, 

l^Cpe'^V)! <e<'^+e^P pour — 'po^'^^K 
3 désignant un nombre positif inférieur à tt. 

.\ chaque valeur donnée 'i^ on pourra évidemment faire corres- 
pondre uh nombre réel K(d»), inférieur à 3 et tel que, p tendant 
vers l'infini, le produit 

tende vers zéro ou non, suivant que e>>o ou £<[o. En raisonnant 
comme au numéro précédent, on en conclut que l'expression 
I(^, Y) représente une fonction holomorphe de x dans le domaine 

(6) log/'cost}; — 6sin<j; -+- Kf'}/) < o, r > o, 

et que cette fonction donne le prolongement de l(^); le théorème 
de la page i3i nous permet donc d'énoncer le résultat suivant, qui 
révèle un rapport intéressant entre les points singuliers de F(a:)et 
les propriétés asympto tiques de 'f (:?) : 

Si les conditions énoncées ci-dessus sont vérifiées, les seuls 
points singuliers que puisse présenter¥{x) à distance finie, en 
dehors de l'origine, sont les points x ^ re'^^ qui restent exté- 
rieurs au domaine (6) quel que soit ^. 

Gomme K(^]/)<c3, les points en question vérifieront à plus forte 
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raison la condihon logrcos'j» — ôsin^L -|- 2r> o, quel que soit ^, 
d'où cette autre conclusion : 

Sous fes conditions admises ci^dessus, les points singuliers 
de la fonction F(:r), autres que V origine et le point à Cinjini, 
sont tous compris à V intérieur de la courbe fermée 



r = e^>f^-^\ 



enveloppe des spirales logrcostj^ — 9 sin^ -|- 3r = o correspon- 
dant aux différentes valeurs de V angle i^. 

Pour 3r= o, la courbe en question se réduit au seul point J7= i , 
de sorte que l'on retrouve le théorème du n" 63. 

60. Reprenons les hypothèses du n" 63 et les notations du n** 62 ; 
on aura à l'intérieur du cercle I .r I = i 



F(a-) = i©(o)-t-H(a7)-H i x'^fd{'z)d'z, 

et d'autre part, en désignant, comme à la page 126, par ¥^{x) la 

branche de la fonction F (a?) qu'on obtient en prolongeant F(j7) le 
long d'un chemin faisant le tour du point ^ = 1 dans le sens 
rétrogradcy il résulte des considérations des pages i33-i34 qu'on 
aura dans le même cercle 

le contour V étant composé : i" du segment o R de l'axe réel; 

2" de la circonférence Cr de centre o et de rayon R (parcourue 

dans le sens direct) ; 3" du segment R 00 de l'axe réel. Quant 

au nombre R, on doit le choisir assez grand pour que la branche 
principale de cp(2) soit holomorphe pour o^'j»^2 7t, p^R, ce qui 
est possible en vertu des hypothèses du n" 63. 

Les égalités précédentes mettent en évidence certains cas géné- 
raux où l'on pourra trouver pour la différence F< i^x) — F(j7) une 
expression valable dans tout le plan. 

(a). La branche principale de ©(2) est uniforme à V infini, 
— Le nombre R étant déterminé comme il a été dit, o(^) sera 
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uniforme et holomorphe en dehors de Cr et sur cette circonférence, 
d'où l'on déduit 

F,(a7) — F(a7) = f x^^(z)dz. 

Or, d'après le théorème de Laurent, la fonction o{z) sera repré- 
sentée pour 1^1^ R par un développement de la forme 

-f-ao 



00 



qui reste uniformément convergent sur Cr, et en le substituant 
dans l'égalité précédente, on aura 

1 

Le second membre est une fonction entière de log^. On peut 
ainsi étudier la fonction F (a:) dans tout le plan. 

(P). La fonction cp(z) est uni/orme dans tout le plan et ne 
présente qu* an nombre fini de points singuliers. — Dans ce 
cas, on retrouve un résultat établi au n® 59 : 

F|(a7)— F(ar) = aire / (<p(3))a7*. 

y), ç(^) = logR(^), R(2) étant une fonction rationnelle. — 
Soient «1, a2, . . ., a» les affixes des zéros et des pôles de la fonc- 
tion H(2)) situés à distance finie, et soient [jli, [1.2, ..., ^-n leurs 
ordres respectifs [[jlv étant un entier positif ou négatif suivant que 
le point «v est pour R(2) un zéro ou un pôle]. Par une déforma- 
tion continue, on pourra ramener le contour T' défini plus haut à 
une suite de lacets, partant de l'origine et renfermant chacun un 

seul point a, plus le segment o h 00 de l'axe réel. On trouve 

ainsi, par un calcul facile que nous devons laisser au lecteur. 



n 



?,(^x)-V(x)=-~^^ (.va^v, 
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égalité qui met en évidence le caractère des différentes branches 
de la fonction donnée. 

66. En terminant, appliquons les considérations qui précèdent 
à un exemple assez important. Faisons cp(s) = z~^ et supposons la 
partie réelle de s négative; o{z) s'annulera à l'origine, et la fonc- 
tion F(:r) s'écrira 

Les conditions du n** 63 sont vérifiées, sauf que la fonction ^(z) 
n'est pas holomorphe à l'origine. Mais, comme elle y prend une 
valeur finie et déterminée, les résultats précédents seront encore 
valables, comme on le voit en appliquant la formule (V) de la 
page 6i avec m = i , et en tenant compte de la note de la page 6o. 

Dans le cas présent, l'intégrale l{x) se calcule sous forme finie : 

/• / I \ *— 1 

x'^z-^dz = r(i — *)Mog - j > 

et l'expression ti(x) s'écrit : 

dt 



¥{(x) = — 'i I t-'^ s\n ( t \osx ) -Tir: 



9 



de sorte que l'égalité (i) nous donne 

On vérifie aisément sur cet exemple les résultats du n° 63. En 
particulier, les seuls points singuliers de I(^) sont l'origine, le 
point à l'infini et le point (r = i, 8 = o). Donc aussi, d'après la 
page i3i, F(x^s) n'admet pas d'autres points singuliers que 
i^Qoet o. D'ailleurs l'origine est effectivement point singulier pour 
toute branche de F(jc, s) autre que la branche principale. 

D'autre part, on constate aisément que toute branche de Y[x^s) 
tend vers zéro lorsqu'on s'éloigne indéfiniment de l^origine, 
dans une direction déterminée quelconque {cf. le n° 55). 

La fonction H (a?) étant holomorphe au point x = i^ on peut la 
développer en série convergente suivant les puissances ascendantes 
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de loga?. Les coefficients de ce développement, qui se présentent 
d'abord sous forme d'intégrales définies, peuvent s'exprimer simple- 
ment à l'aide de la fonction Ç(*), en vertu de l'égalité (8) de la 
page 104. On trouve ainsi (*) 



(7) F(x,s) = T(i-s)(\og^y *+2Ç(*~ 



v)il2I£)! 



V 1 



Quel est le domaine de convergence de ce développement? On 
pourrait évidemment le déduire des propriétés de la fonction ^(5), 
mais nous préférons nous servir de nos résultats généraux. Les 
points singuliers de H(j?) sont l'origine et le point à l'infini, ainsi 
que le point x = i lorsqu'on y arrive après avoir fait le tour de 
l'origine, c'est-à-dire avec un argument 6 qui est un multiple 
entier positif ou négatif de 27:. La plus petite valeur du mo- 
dule I log^r I correspondant à un point singulier de H(^) ou 
de log^, est donc précisément égale à 271, et il en résulte que 
le développement (7) reste convergent tant que | logJ7 1 <C 2tc, 
condition qui est vérifiée dans le domaine limité par les deux 
courbes r = ^A^»-^' et /■ = ^-A^'-O». 

On aura un développement analogue de l'expression H(a.), 
avec le même domaine de convergence, toutes les fois que sont 
vérifiées les conditions du n^ 62. 

Nous avons supposé jusqu'ici la partie réelle de s négative, mais 
il est facile de lever cette restriction. En effet, en se servant d'un 
artifice bien connu dû à Riemann, on arrive à cette nouvelle 
expression de H(^) : 

_-, , -2 /* . / , i:s\ dt 

le contour C se composant, par exemple, des parties suivantes : 
i*' le segment 00 k de l'axe réel (o<^k<Ci); 2" la circonfé- 
rence I ^ I = A", parcourue dans le sens direct; 3** le segment A* 00, 

de l'axe réel. Cette expression est valable pour toutes les valeurs 
de 5, sauf les valeurs entières, et l'on en conclut que, sous les 



(') Ce résultat peut se déduire aussi d'une formule générale très remarquable 
établie par M. Mellin {Acta Soc. Scient. Fenn., t. XXIV, n<» 10, p. 39-42 et 
t. XXIX, n» 4, p. 42-44). 
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mêmes conditions, la fonction H(^) est holomorphe dans le 
domaine — 2tc < 6 <C aie, r > o. Donc^ dans tous les cas, i , oo 
et o seront les seuls points singaliers de F(Xj s). D'autre part, 
l'expression ci-dessus peut évidemment se développer en série 
convergente suivant les puissances ascendantes de loga?, et comme 
les coefficients de cette série sont des fonctions analytiques de s et 
qu'ils doivent coïncider avec les coefficients correspondants du 
développement (7) lorsque la partie réelle de s est négative, il en 
résulte que ce dernier développement reste valable pour toutes les 
valeurs de 5, sauf les valeurs entières et positives. 

Substituons maintenant dans la formule (7) 5:=Âr-l-6, k étant 
un entier positif supérieur à l'unité. On déduit facilement des pro- 
priétés connues de F (a?) : 

r(i — s)^T(i — k — e) = h Ao -h A, 6-1-..., 

avec 

C étant la constante d'Euler, et d'autre part on a, d'après la 
page io4, 

Ç[5 — (A: — i)] = C(n-e)=: i H-G-h.... 

En faisant tendre e vers zéro, on trouvera donc pour la fonc- 
tion (i4) (p. 128) ce nouveau développement (*) 

y ^v_ (log^)^-i / , ^ _!_ _ ,^^ io„ 1\ 



v = l 

v=o 



v! 



où l'accent affectant la dernière somme signifie que la valeur 
V = A* — I est exclue. Les coefficients de ce développement, qui 
converge pour | logj? | <1 ait, se simplifient d'ailleurs, grâce aux 
relations (6) (p. 33) et (9) (p. io5). 



(*) Ce développement peut se déduire aussi des résultats obtenus par Kummer 
{Journal de Crelle, t. 21; voir en particulier p. ^o), 



PItOJLONGKMENT ANALYTiQUK DBS êàiUES BK TAVUm, l4l 

A la fonction F(jr, s) se rattachent d'autres fonctions intéres- 
santes, par exemple 



\ sin(logv)^"^ et ^(logv)^^, 



dont la première a été considérée par M. Hadamard dans sa Thèse. 
Notre méthode permettrait de même d'étudier complètement la 
fonction plus générale 



2: 



( (V H- V )* 




Mais nous devons laisser au lecteur à développer ces applications 
et bien d'autres qui se déduisent facilement de nos considérations 
générales. 
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